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β) Λ        
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δ) Σ          

ε) Λ  

 

Β1. Σωστή απάντηση η (β).  
Εφόσον παρατηρούνται 4 µέγιστα του ήχου ανά δευτερόλεπτο, η συχνότητα του διακροτήµατος 

είναι f∆ = 4 Ηz. Όµως f∆ = f2 – f1

 f2 = f∆ + f1 = 1004 Hz. 

 

Β2. Σωστή είναι η απάντηση γ. 
Στα παρακάτω σχήµατα φαίνονται οι ταχύτητες των σηµείων Α και Β στην περιστροφική και στην 

µεταφορική κίνηση.  

Επειδή ο δίσκος κάνει κύλιση χωρίς ολίσθηση ισχύει η σχέση: υ

Από την αρχή επαλληλίας για την ταχύτητα του Α έχουµε:

υΑ = υcm + υστρ(Α) = υcm + ω 
R

2
 = υcm

Οµοίως για την ταχύτητα του Β έχουµε. 
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Θέµα Α 

Θέµα Β 

παρατηρούνται 4 µέγιστα του ήχου ανά δευτερόλεπτο, η συχνότητα του διακροτήµατος 

1 (αφού f2 > f1) οπότε: 

  

Στα παρακάτω σχήµατα φαίνονται οι ταχύτητες των σηµείων Α και Β στην περιστροφική και στην 

Επειδή ο δίσκος κάνει κύλιση χωρίς ολίσθηση ισχύει η σχέση: υcm = ω R. 

Από την αρχή επαλληλίας για την ταχύτητα του Α έχουµε: 

cm + cm
υ

2
 → υΑ = cm

3 υ

2
. 

Οµοίως για την ταχύτητα του Β έχουµε.  
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παρατηρούνται 4 µέγιστα του ήχου ανά δευτερόλεπτο, η συχνότητα του διακροτήµατος 

Στα παρακάτω σχήµατα φαίνονται οι ταχύτητες των σηµείων Α και Β στην περιστροφική και στην 



υΒ = υcm - υστρ(Β) = υcm - ω 
R

2
 = υcm - cm

υ

2
 → υΒ = cm

υ

2
. 

∆ιαιρώντας κατά µέλη παίρνουµε ότι: Α

Β

υ

υ
 = 3. 

 

Β3. ΣΣΣωωωσσστττήήή   αααπππάάάννντττηηησσσηηη   εεείίίννναααιιι   ηηη   βββ...  

Η περίοδος της ΑΑΤ του σηµείου Α είναι: 

Τ + 
T

2
 = (14 – 2) s →  

3T

2
 = 12 s → T = 8 s. 

Από τη θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής παίρνουµε:  

u = λ f = λ 
1

T
 = 0.4 

1

8
 → u = 0,05 m/s = 5 cm/s . 

Όπως φαίνεται από το διάγραµµα ψ – t που µας δίνεται το σηµείο Α αρχίζει να ταλαντώνεται τη 

χρονική στιγµή tA  = 2 s άρα η απόσταση του χΑ από την πηγή των κυµάτων είναι: 

χΑ = u tA = 5 cm/s 2 s → χΑ = 10 cm. 

 

Θέµα Γ 

Γ1) Στη γέφυρα ασκούνται 4 δυνάµεις: το βάρος της στο 

µέσο, οι δυο δυνάµεις από τα υποστηρίγµατα στα δυο άκρα 

και η αντίδραση του βάρους του αυτοκινήτου που είναι ίση 

µε το βάρος του αυτοκινήτου, δηλαδή: Ν = w1 = 10000 N. 

Παίρνουµε τη συνθήκη ισορροπίας των ροπών ως προς το 

σηµείο Β και έχουµε:  

Στ(Β) = 0 →  Ν1 L – w 
L

2
 - Ν L = 0  → N1 = 

w

2
 + N → N1 = 30000 N. 

 

Γ2) Παίρνουµε τη συνθήκη ισορροπίας των ροπών ως προς 

το µέσο της γέφυρας και έχουµε:   

Στ(Μ) = 0 →  Ν1 
L

2
 – Ν (

L

2
 - χ) – Ν2 

L

2
 = 0  →

1 2Ν  = Ν
 

Ν (
L

2
 - χ) = 0 → 

L

2
 - χ = 0 → χ = 

L

2
 = 4 m. 

 

Γ3) Θα βρούµε µια σχέση που να συνδέει την δύναµη Ν1 που δέχεται η ράβδος από το 

υποστήριγµα µε την απόσταση χ που έχει διανύσει το αυτοκίνητο πάνω στην γέφυρα:  

Στ(Β) = 0 →  Ν1 L – w 
L

2
 - N (L - χ) = 0  → 

8 Ν1 = 40.000  4 + 10.000 (8 – χ) → Ν1 = 20.000 + 1250 (8 – χ) → 

Ν1 = 30.000 – 1250 χ (SI)   (1). 

Επειδή το αυτοκίνητο κινείται οµαλά ισχύει η σχέση: χ = υ t, όπου υ = 1 m/s. 

Εποµένως, η σχέση (1) είναι ισοδύναµη µε τη: Ν = 30000 - 1250t (S.I.) (2) 

 Η σχέση (2) είναι η σχέση που συνδέει τη δύναµη Ν1 µε τον χρόνο και της οποίας θέλουµε 

να κάνουµε την γραφική παράσταση. 

Ο χρόνος για να περάσει το αυτοκίνητο την γέφυρα υπολογίζεται από την σχέση: 

χ = υ t →χ = L = 8 m  t = 8 s. 



  

Από τη σχέση (2) βρίσκουµε την ελάχιστη και µέγιστη τιµή της 

δύναµης Ν1 θέτοντας t = 0 και t = 8 s : 

Ν1(min) = 20000 N και N1(max) = 30000 N. 

Το ζητούµενο διάγραµµα φαίνεται στο σχήµα. 

 

 
 

 

Θέµα ∆ 

∆1) Από το σχήµα φαίνεται ότι η φάση της ταλάντωσης των σηµείων του ελαστικού µέσου 

διάδοσης του κύµατος µειώνεται προς τη θετική κατεύθυνση του άξονα. Αυτό σηµαίνει ότι το κύµα 

διαδίδεται προς τη θετική κατεύθυνση του άξονα, εποµένως, η εξίσωση του κύµατος είναι της 

µορφής: 

ψ = A ηµ2π
t χ

 - 
T λ

 
 
 

 

Η εξίσωση φάσης για αυτό το κύµα δίνεται από τον τύπο: φ = 2π 
 
 
 

t χ
 - 

T λ
  

Από τα δεδοµένα του σχήµατος έχουµε ότι για χ = 0 και t = 4 s: φ = 4π rad/s. 

Αντικαθιστώντας τις τιµές στην εξίσωση φάσης, έχουµε: 

4π = 2π 
4

Τ
 → Τ = 2 s και ω = 

2π

Τ
 = π rad/s. 

Η εξίσωση φάσης παίρνει τη µορφή: φ = 2π 
t χ
 - 

2 λ

 
 
 

  (SI) 

Από τα δεδοµένα του σχήµατος έχουµε ότι για χ = 2 m και t = 4 s: φ = 0 rad/s. 

Αντικαθιστώντας τις τιµές στην εξίσωση φάσης, έχουµε: 

0 = 2π 
4

Τ
 - 2π 

2

λ
 → 

2

λ
 = 

4

2
 → λ = 1 m. 

Τελικά, η εξίσωση του κύµατος παίρνει τη µορφή: ψ = 0,2 ηµ2π
 
 
 

t
 - χ

2
 (S.I.) 

  

∆2) Η µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης των µορίων του ελαστικού µέσου υπολογίζεται από τον 

τύπο: umax = ω Α → umax =  0,2π m/s. 

Με αντικατάσταση στην εξίσωση της ταχύτητας, έχουµε: 

V = 0,2π συν2π
 
 
 

t
 - χ

2
 (S.I.) 

 

∆3) Για να βρούµε τις χρονικές στιγµές tΚ και tΛ στις οποίες τα σηµεία Κ και Λ ξεκινούν την 

ταλάντωση τους µηδενίζουµε τη φάση της ταλάντωσης τους, δηλαδή: 

φΚ = 2π Κ
Κ

t
 - χ

2

 
 
 

 = 0 → Kt

2
 - 1 = 0 → tΚ = 2 s.  

φΛ = 2π Λ
Λ

t
 - χ

2

 
 
 

 = 0 → Λt

2
 - 1,5 = 0 → tΛ = 3 s.  

 



∆4) Η διαφορά φάσης των ταλαντώσεων των σηµείων Κ και Λ του ελαστικού µέσου την ίδια 

χρονική στιγµή είναι: 

∆φ = φΚ – φΛ = 2π
t
 - 1

2

 
 
 

 - 2π
t
 - 1,5

2

 
 
 

 = π t – 2 π – π t + 3 π → ∆φ = π rad 

 

∆5) Για τη χάραξη της γραφικής παράστασης φ = f(t) για το σηµείο Λ, 

θέτουµε xΛ = 1,5 m στην εξίσωση της φάσης: 

φΛ = 2π Λ

t
 - χ

2

 
 
 

 = πt – 3π (S. I.) µε t ≥ 3 s. 

Η εξίσωση που προκύπτει είναι πρώτου βαθµού ως προς t, η γραφική 

παράσταση της οποίας φαίνεται στο σχήµα. 

 

 

∆6) Για τη χάραξη της γραφικής παράστασης ψ = f(t) για το σηµείο Λ, θέτουµε χΛ = 1,5 m στην 

εξίσωση του κύµατος: 

ψΛ = 0,2 ηµ2π Λ

t
 - χ

2

 
 
 

 = 0,2 ηµ(πt – 3π)  (S. I.) 

Η εξίσωση που προκύπτει είναι αρµονική συνάρτηση από τη στιγµή t = 3 s και έπειτα. Η γραφική 

της παράσταση φαίνεται στο σχήµα: 

 

∆7) Για την εύρεση της φοράς κίνησης του σηµείου Λ θέτουµε χ = χΛ = 1,5 m και t = 4 s στην 

εξίσωση της ταχύτητας ταλάντωσης των σηµείων του ελαστικού µέσου: 

VΛ = 0,2π συν2π
t
 - χ

2

 
 
 

 = 02π συν(4π – 3π) = 0,2π συνπ = - 0,2π m/s. 

Το αρνητικό πρόσηµο της ταχύτητας δηλώνει ότι το συγκεκριµένο σηµείο κινείται προς τα 

αρνητικά, δηλαδή προς τα κάτω. 

 

∆8) Τη χρονική στιγµή t2 = 8 s το κύµα έχει φθάσει στο σηµείο που απέχει: 

χ2 = u t2 = λ f t2 = 1 
1

2
 8 = 4 m από την πηγή. 

Η εξίσωση του κύµατος την παραπάνω χρονική στιγµή γράφεται: 

ψ = 0,2 ηµ2π 2t
 - χ

2

 
 
 

 = 0,2 ηµ(8π – 2πχ)  µε χ ≤  4 m  

Η σχέση αυτή δίνει την αποµάκρυνση όλων των σηµείων του µέσου, από την πηγή έως το σηµείο 

που απέχει χ2 = 4 m από την πηγή, την χρονική στιγµή t2 = 8 s . 

Για χ = 0 m                      →     ψ = 0 m 

για χ = 
λ 1

 = 
4 4

 = 0,25 m     →     ψ = - 0,2 m 

 

 φ(rad) 

3 

t (s) 

Ο 

-3π 

χΛ = 1,5 m 

5 

2π 

 ψ(m) 

0 

t(s) 

0,2 

1 

- 0,2 
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Το στιγµιότυπο του κύµατος τη χρονική στιγµή t2 = 8 s είναι: 

 

 

 

 

 

 

 
 

 ψ(m) 

0 
χ(m)  

0,2 

1 

- 0,2 
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