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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Θεωρία σχολικού βιβλίου. 

 

Α2. i) Θεωρία σχολικού βιβλίου. 

ii) Θεωρία σχολικού βιβλίου. 

 

Α3. 

α)Σ  β) Λ  γ) Σ  δ) Σ  ε) Λ  στ) Σ 

 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Είναι 
z 4i 1

z i ... z 2
4 2

−
= − ⇔ ⇔ = . Άρα ο ΓΤ των εικόνων του 

z είναι κύκλος µε Κ(0, 0) και ακτίνα ρ1=2. 

 

Β2. Είναι 
2z(z i)

w(z i) 2zi 8 0 ... w ,z i
z i

+
− − − = ⇔ ⇔ = ≠

−
. 

Αν z=i τότε η ισότητα είναι αδύνατη. 

Οπότε 
2 z z i

w 2 z 4
z i

+
= = =

−
. 

Άρα ο ΓΤ των εικόνων του w είναι κύκλος µε Κ(0, 0) και ρ2=4. 

 

Β3. Αρκεί v v= − .  

Πράγµατι 
2 22z w 2z w

v v ... 4 z w
2z w 2z w

− −
= ⇔ = − ⇔ ⇔ =

+ +
. 

Ισχύει αφού |z|=2 και |w|=4. 



 

 

Β4. Είναι 
1

(ΜΛ) z w= −  

                 
2

(ΝΛ) z w= −  

Ισχύει 1 1 1z w z w z w− ≤ − ≤ +  ή 12 z w 6≤ − ≤   (1) 

Οµοίως 22 z w 6≤ − ≤  ή 
2

1 1 1

6 z w 2
≤ ≤

−
  (2) 

Από (1), (2) 
1

2

z w1
8

3 z w

−
≤ ≤

−
. 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Θέτουµε x t u⋅ =  οπότε x dt=du και για x=0 είναι u=0 

                                                                       x=1 είναι u=x 

άρα 
x

x

0
f (x) e f (u)du= + ∫ . 

Η f είναι συνεχής στο [0, )+∞  οπότε η 
x

0
f (u)du∫  είναι παραγωγίσιµη 

στο [0, )+∞  οπότε η f είναι παραγωγίσιµη στο [0, )+∞ . 

 

Γ2. Είναι   
xf '(x) e f (x)= +  ή 

                  
xf '(x) f (x) e− =  ή 

                 
x

f '(x) f (x)
1

e

−
=  ή 

        
x

f (x)
' (x) '

e

  = 
 

  

Οπότε 
x xf (x) xe c e= + ⋅  

Αφού f (0) 1=  έχουµε 
0 0

0 e c e 1⋅ + ⋅ =  ή c=1. 

Άρα 
x xf (x) x e e= ⋅ +  

 

Γ3.  Η f είναι παραγωγίσιµη στο (0, )+∞  µε 
x xf '(x) 2e xe 0= + >  για 

κάθε x>0 οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο [0, )+∞  άρα και «ένα 

προς ένα» οπότε αντιστρέφονται. 



 

 

� Α [0, ),f= +∞ ↑  άρα 
x

f (A) [f (0), lim f (x))
→+∞

= . Όµως f(0)=1 και 

x
lim f (x)
→+∞

= +∞  άρα 1f
f (A) [1, ) A −= +∞ = . 

 

Γ4. Η εξίσωση εφαπτοµένης της Cf στο Α είναι y-f(1)=f΄(x)(x-1) ή 

y=3ex-e. 

Έχουµε f΄΄(x)=3e
x
+xe

x
>0 για κάθε x>0 οπότε η f είναι κυρτή στο 

[0, )+∞  άρα f (x) 3ex e≥ −  για κάθε x (0, )∈ +∞ . 

Το «=» ισχύει στο σηµείο επαφής Α(1, f(1)). 

 

Γ5. 
x x

x x
lim[f (x) ln x lim (xe e ln x)
→+∞ →+∞

− = + − =

x
x

x

e ln x
lim x e

x x→+∞

  
+ −  

  
 

x

x

e
lim

x→+∞
= +∞  και 

x

ln x
lim 0

x→+∞
=  οπότε 

x
lim [f (x) ln x]
→+∞

− = +∞  

 

ΘΕΜΑ ∆ 

 

∆1. Θεωρούµε ( x )f '
h(x) e f (α) 1 f '(x)= − −  για x [ α,α]∈ −  

Οπότε ( 0)f '
h(0) e f (α) 1 f '(0)= − − =1 άρα h(x) h(0)≥  για κάθε 

x [ α,α]∈ −  

∆ηλαδή η h στο x=0 παρουσιάζει ελάχιστο. 

Η h είναι παραγωγίσιµη στο x [ α,α]∈ −  αφού η f΄ είναι παραγωγίσιµη 

στο [ α,α]−  οπότε από Θ. Fermat 

h '(0) 0=  

� ( )( x )f '
h '(x) e f ''(x) f α 1 f ''(x)= − −  οπότε 

(0)f '
h '(0) e f ''(0) f (α) 1 f ''(0) 0= − − =  ⇔  

0f ''(0)(e f (α) 1) 0− − =  ⇔  

f ''(0) 0=  ή 1 f (α) 1 0− − =  οπότε f (α) 1 1 f (α) 2− = ⇔ =  ή 

f(α)=0 Απορρίπτεται (f΄΄(x)>0 για κάθε x [ α,α]∈ − ). 

 

 

 



 

 

∆2. Είναι (Ι) f (x) 2 (x α)f '(x)− ≤ −  ή 
f (x) f (α)

f '(x)
x α

−
≥

−
 

Εφαρµόζουµε Θ.Μ.Τ. για την f στο διάστηµα [x, α]. 

 

∆3. Είναι f΄΄(x)>0 για κάθε x [ α,α]∈ −  άρα f΄(x)↑  στο [-α, α] οπότε 

για x>0 είναι f΄(x)>f΄(0) δηλαδή f΄(x)>0. Άρα η f  ↑  στο [α, α] άρα 

για x 0≥  είναι f (x) f (0)≥ . 

�  Πολλαπλασιάζουµε την σχέση (Ι) µε f (x) 0≥  και έχουµε  
2(f (x)) 2f (x) (x α)f '(x)f (x)− ≤ −  ή 

 
2(f (x)) 2f (x) (x α)f '(x)f (x) 0− − − ≤  

 

∆4. 
α

0
Ε(Ω) f (x)dt E= =∫  

Από την σχέση του προηγούµενου ερωτήµατος έχουµε  

 
α

2

0
[(f (x)) 2f (x) (x α)f '(x)f (x)]dt 0− − − ≤ ⇔∫  

α α α
2

0 0 0
[(f (x)) dt 2 f (x)dt (x α)f '(x)f (x)dt 0 ...− − − ≤ ⇔∫ ∫ ∫  

α
2

0

4
(f (x)) dt E

3
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