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ΘΕΜΑ Β 

Β1.  Ah=A f o g={xAg  /  g(x)A f}= {x0 και √𝑥 ≤ 1}=[0, 1] 

ℎ(𝑥) = (𝑓𝑜𝑔)(𝑥) = 𝑓൫𝑔(𝑥)൯ = ൫√𝑥൯
ସ

− 2൫√𝑥൯
ଶ

+ 1 = 𝑥ଶ − 2𝑥 + 1 = (𝑥 − 1)ଶ 

 

Β2.  Για κάθε x1 ,  x 2  [0, 1] με h(x1)=h(x 2)  

(𝑥ଵ − 1)ଶ = (𝑥ଶ − 1)ଶ ⇒ |𝑥ଵ − 1| = |𝑥ଶ − 1|
௫∈[଴,ଵ ]
ሳልልልሰ −(𝑥ଵ − 1) = −(𝑥ଶ − 1) ⇒ 𝑥ଵ = 𝑥ଶ 

Άρα η h είναι 1-1 και αντιστρέφεται.  

𝛩έ𝜏𝜊𝜐𝜇𝜀 𝑦 = ℎ(𝑥) ⇒ 𝑦 = (𝑥 − 1)ଶ
௬ஹ଴
ሳልሰ ඥ𝑦 = ඥ(𝑥 − 1)ଶ⇒ ඥ𝑦 = |𝑥 − 1|

௫∈[଴,ଵ]
ሳልልልሰ ඥ𝑦 = 1 − 𝑥 ⇒ 

⇒ 𝑥 = 1 − ඥ𝑦 

Ό𝜇𝜔𝜍 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 ⇔ 0 ≤ 1 − ඥ𝑦 ≤ 1 ⇒ 𝑦 ≤ 1. 𝛰𝜋ό𝜏𝜀 𝑓ିଵ(𝑦) = 1 − ඥ𝑦, 𝑦 ∈ [0, 1] 

Άρα f - 1(x)=1-√𝑥, 𝑥 ∈ [0, 1] 

 

𝜝𝟑. 𝜑(𝑥) =

⎩
⎨

⎧
1 − √𝑥

1 − 𝑥
, 𝑥 ∈ [0, 1)

1

2
, 𝑥 = 1

 

i) Η φ είναι συνεχής στο [0,  1) ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 



lim
௫→ଵ

𝜑(𝑥) = lim
௫→ଵ

1 − √𝑥

1 − 𝑥
= lim

௫→ଵ

1

1 + √𝑥
=

1

2
= 𝜑(1) 

Οπότε η φ είναι συνεχής στο [0,  1] φ(0)=1, φ(1)=ଵ

ଶ
,  φ(0)φ(1) 

Άρα ισχύουν οι υποθέσεις του Θ.Ε.Τ. στο [0,  1] 

 

𝒊𝒊) 
𝜋

6
< 𝛼 <

𝜋

2
⇒ 𝜂𝜇

𝜋

6
< 𝜂𝜇𝛼 < 𝜂𝜇

𝜋

2
⇒

1

2
< 𝜂𝜇𝛼 < 1 

Από Θ.Ε.Τ. υπάρχει ένας τουλάχιστον x0(0,  1) ώστε φ(x0)=ημα. 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  f2(x)-2xf(x)+x2=x2+1⇒ (𝑓(𝑥) − 𝑥)ଶ = 𝑥ଶ + 1 

Θεωρούμε f(x)=f(x)-x, xIR 

Τότε: g 2(x)=x 2+1   (1) 

Έστω g(x)=0g2(x)=0x2+1=0x2= -1 

Αδύνατον. Άρα g(x)0 

Επίσης η g είναι συνεχής στο ΙR ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων άρα διατηρεί 
το πρόσημο της. g(0)=f(0)-0=1>0. Άρα g(x)>0.  

𝛢𝜋ό (1): ඥ𝑔ଶ(𝑥) = ඥ𝑥ଶ + 1 ⇒ 𝑔(𝑥) = ඥ𝑥ଶ + 1 

⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑥 = ඥ𝑥ଶ + 1 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑥 + ඥ𝑥ଶ + 1 

lim
௫→ିஶ

𝑓(𝑥) = lim
௫→ିஶ

቎𝑥 + ඨ𝑥ଶ ൬1 +
1

𝑥ଶ
൰቏ = lim

௫→ିஶ
ቌ𝑥 − 𝑥ඨ1 +

1

𝑥ଶ
ቍ = 

= lim
௫→ିஶ

𝑥 ቆ1 − ට1 +
1

𝑥ଶቇ ቆ1 + ට 1
𝑥ଶቇ

1 + ට1 +
1

𝑥ଶ

= lim
௫→ିஶ

𝑥 ቀ1 − 1 −
1

𝑥ଶቁ

1 + ට1 +
1

𝑥ଶ

= lim
௫→ିஶ

−
1
𝑥

1 + ට1 +
1

𝑥ଶ

= 0 

 

𝚪𝟐. lim
௫→ାஶ

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

௫→ାஶ

𝑥 + √𝑥ଶ + 1

𝑥
= lim

௫→ାஶ

𝑥 ቆ1 + ට1 +
1

𝑥ଶቇ

𝑥
= lim

௫→ାஶ
ቌ1 + ඨ1 +

1

𝑥ଶ
ቍ = 2 = 𝜆 

lim
௫→ାஶ

[𝑓(𝑥) − 2𝑥] = lim
௫→ାஶ

ቀඥ𝑥ଶ + 1 − 𝑥ቁ = lim
௫→ାஶ

𝑥 ቆට1 +
1

𝑥ଶ − 1ቇ ቆට1 +
1

𝑥ଶ + 1ቇ

ට1 +
1

𝑥ଶ + 1

= 



= lim
௫→ାஶ

𝑥 ቀ1 +
1

𝑥ଶ − 1ቁ

ට1 +
1

𝑥ଶ + 1

= lim
௫→ାஶ

1
𝑥

ට1 +
1

𝑥ଶ + 1

= 0 = 𝛽 

Άρα y=2x πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο + .  

 

𝚪𝟑.
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
=

1 +
𝑥

√𝑥ଶ + 1

𝑥 + √𝑥ଶ + 1
=

√𝑥ଶ + 1 + 𝑥

൫𝑥 + √𝑥ଶ + 1൯√𝑥ଶ + 1
=

1

√𝑥ଶ + 1
 

 

𝚪𝟒. න
1

√𝑥ଶ + 1
𝑑𝑥 = න

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
= [𝑙𝑛𝑓(𝑥)]଴

ଵ = 𝑙𝑛𝑓(1) − 𝑙𝑛𝑓(0) = ln (1 + √2)

ଵ

଴

ଵ

଴

 

 

ΘΕΜΑ Δ 

𝚫𝟏.
10𝑥ଷ + 15𝑥ଶ + 𝑥

𝑥ସ + 1
= 1 ⇒ 10𝑥ସ + 15𝑥ଶ + 𝑥 = 𝑥ସ + 1 ⇒ 

𝑥ସ − 10𝑥ଷ − 15𝑥ଶ − 𝑥 + 1 = 0 

Θεωρούμε f(x)=x4-10x3-15x 2-x+1 

  Η f είναι συνεχής στο [-1, 0] ως πολυωνυμική f(-1) f(0)<0 

Από Θ. Bolzano υπάρχει 1 τουλάχιστον x 1(-1, 0):f(x 1)=0 

  Η f είναι συνεχής στο [0, 1] ως πολυωνυμική f(0) f(1)<0 

Από Θ. Bolzano υπάρχει 1 τουλάχιστον x 2(0,  1): f(x2)=0 

 

Δ2.  Η f είναι συνεχής στο [x1 ,  x2] ως πολυωνυμική. 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο (x1 ,  x2) με f’(x)=4x 3-30x 2-30x-1 

f(x 1)=f(x2)=0 

Από Θ. Rolle η f’(x)=0 έχει 1 τουλάχιστον ρίζα στο (x 1 ,  x2)(-1, 1) 

 

𝚫𝟑. 𝛩έ𝜏𝜊𝜐𝜇𝜀: 𝑢 =
1

𝑓(𝑥)
, lim

௫→ାஶ
𝑢 = 0 

lim
௫→ାஶ

൤𝜂𝜇
1

𝑓(𝑥)
 𝑙𝑛𝑓(𝑥)൨ = lim

௨→଴శ
൬𝜂𝜇𝑢 𝑙𝑛

1

𝑢
൰ = 

= − lim
௫→ାஶ

(𝜂𝜇𝑢 𝑙𝑛𝑢) = − lim
௫→ାஶ

ቂ
𝜂𝜇𝑢

𝑢
 (𝑢 𝑙𝑛𝑢)ቃ    (1) 



lim
௨→଴శ

𝜂𝜇𝑢

𝑢
= 1, lim

௨→଴శ
(𝑢 𝑙𝑛𝑢) = lim

௨→଴శ

𝑙𝑛𝑢

1
𝑢

ቀ
−∞

+∞
ቁ

=
(𝐷𝐿𝐻)

lim
௨→଴శ

(𝑙𝑛𝑢)′

ቀ
1
𝑢

ቁ
= 0 

𝛢𝜋ό (1): lim
௨→଴శ

ቂ
𝜂𝜇𝑢

𝑢
(𝑢𝑙𝑛𝑢)ቃ = 0 

 

𝚫𝟒. 𝛩έ𝜏𝜊𝜐𝜇𝜀 ∶ 𝑢 =
1

𝑥
, 𝑑𝑢 = −

1

𝑥ଶ
𝑑𝑥 ⇒

1

𝑥ଶ
𝑑𝑥 = −𝑑𝑢 

Για x= ଵ

ଶ
 :  u=2 

      x=1: u=1 

න
𝑓 ቀ

1
𝑥

ቁ

𝑥ଶ
𝑑𝑥 = − න 𝑓(𝑢)𝑑𝑢 = න 𝑓(𝑢)𝑑𝑢 = න(𝑢ସ − 10𝑢ଷ − 15𝑢ଶ − 𝑢 + 1)𝑑𝑢 =

ଶ

ଵ

ଶ

ଵ

ଵ

ଶ

ଵ

ଵ
ଶ

 

= ቈ
𝑢ହ

5
−

5𝑢ସ

2
− 5𝑢ଷ −

𝑢ଶ

2
+ 𝑢቉

ଵ

ଶ

= ⋯
−334

5
. 

 


