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Σάββατο 23 Νοεμβρίου 2024 
ΘΕΜΑ Α 
Α1.  Θεωρία σχολικό σελίδα 106. 
 
Α2.  Θεωρία σχολικό σελίδα 104. 
 
Α3.  Θεωρία σχολικό σελίδα 76. 
 
Α4. α)  Λ, β)  Σ,  γ)  Λ, δ)  Λ, ε)  Λ 

 

ΘΕΜΑ Β 
Β1.  Για κάθε x∈IR:  

𝑓′(𝑥) =
6𝑥ଶ(1 + 𝑥ଶ) − 2𝑥ଷ(2𝑥)

(1 + 𝑥ଶ)ଶ
=

6𝑥ଶ + 2𝑥ସ

(1 + 𝑥ଶ)ଶ
 

𝑓ᇱ(1) =
6 + 2

(1 + 1)ଶ
= 2 

 
B2. 

𝑓(𝑥) = 1 ⇒
2𝑥ଷ

1 + 𝑥ଶ
= 1 ⇒ 2𝑥ଷ − 𝑥ଶ − 1 = 0 ⇒ (𝑥 − 1) ⋅ (2𝑥ଶ + 𝑥 + 1) = 0 

Άρα x=1. 
Εξίσωση εφαπτομένης: y-f (1)=f ’(1) ⋅(x-1)⇒y-1=2(x-1)  ⇒y=2x-1.  
 
Β3.  

lim
௫→ଵ

𝑓(𝑥) − 1

𝑥 − 1
= lim

௫→ଵ

2𝑥ଷ

1 + 𝑥ଶ − 1

𝑥 − 1
= lim

௫→ଵ

2𝑥ଷ − 𝑥ଶ − 1

(𝑥 − 1)(𝑥ଶ + 1)
= lim

௫→ଵ

(𝑥 − 1) ⋅ (2𝑥ଶ + 𝑥 + 1)

(𝑥 − 1)(𝑥ଶ + 1)
= 

= lim
௫→ଵ

2𝑥ଶ + 𝑥 + 1

𝑥ଶ + 1
= 2 

 
Β4. 

lim
௫→ାஶ

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

௫→ାஶ

2𝑥ଶ

1 + 𝑥ଶ
= 2 = 𝜆 

lim
௫→ାஶ

(𝑓(𝑥) − 𝜆𝑥) = lim
௫→ାஶ

ቆ
2𝑥ଷ

1 + 𝑥ଶ
− 2𝑥ቇ = lim

௫→ାஶ

−2𝑥

1 + 𝑥ଶ
= 0 = 𝛽. 

Άρα y=2x πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f  στο + .  
Ομοίως στο - .  
 
 
 



ΘΕΜΑ Γ 
Γ1.  Θεωρούμε 

𝑔(𝑥) =
𝑥 ⋅ 𝑓(𝑥) + 𝜂𝜇2𝑥

𝑥
, 𝑥 ≠ 0, lim

௫→଴
𝑔(𝑥) = 3 

Τότε:  

𝑥 ⋅  𝑓(𝑥) + 𝜂𝜇2𝑥 = 𝑥 ⋅ 𝑔(𝑥) ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) −
𝜂𝜇2𝑥

𝑥
 

Η f είναι συνεχής στο x0=0 οπότε:  

𝑓(0) = lim
௫→଴

𝑓(𝑥) = lim
௫→଴

൬𝑔(𝑥) − 2 ⋅
𝜂𝜇2𝑥

2𝑥
൰ = 3 − 2 ⋅ 1 = 1 

 
Γ2.  Η f  είναι συνεχής στο IR. Επίσης f (x)0, x IR. Άρα η f  διατηρεί το πρόσημό της στο IR 
και επειδή f(0)=1>0 θα ισχύει f(x)>0, x IR.  
 
Γ3.  Αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση f(x)-x=0 έχει μοναδική λύση στο (0, 1).  
Θεωρούμε: g(x)=f(x)-x,  x IR.  
  Η g είναι συνεχής στο [0, 1] ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 
  g(0)=f(0)=1>0. 
g(1)=f(1)-1=f(1)-f (0)<0 επειδή η f  είναι γνησίως φθίνουσα. 
g(0) ⋅g(1)<0 οπότε η g(x)=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0, 1).  
Για κάθε x1 ,  x2A με  
x1<x2f(x1 )>f(x2 ) (1)  
x1<x2  -x1>-x2  (2)  
Από (1)+(2):  f (x1 )-x1>f(x2)-x1g(x1)>g(x2 ) άρα η g είναι γνησίως φθίνουσα οπότε η 
παραπάνω ρίζα είναι μοναδική. 
 
Γ4.  Η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο IR οπότε 𝑓(𝐴) = ( lim

௫→ାஶ
𝑓(𝑥), lim

௫→ିஶ
𝑓(𝑥)) = (0, +∞) οπότε:  

lim
௫→ାஶ

𝑓(𝑥) = 0 

Για κάθε x IR:  
|𝑓(𝑥) ⋅ 𝜂𝜇𝑥| = |𝑓(𝑥) ⋅ (𝜂𝜇𝑥)| = 𝑓(𝑥) ⋅ |𝜂𝜇𝑥| ≤ 𝑓(𝑥) 
Οπότε: |f(x) ⋅ημx|f (x)⇒ -f(x)f(x) ⋅ημxf(x)  
lim

௫→ାஶ
൫−𝑓(𝑥)൯ = lim

௫→ାஶ
𝑓(𝑥) = 0.  Από κριτήριο παρεμβολής lim

௫→ାஶ
(𝑓(𝑥) ⋅ 𝜂𝜇𝑥) = 0.  

 
ΘΕΜΑ Δ 
Δ1. 

lim
௫→଴శ

𝑓(𝑥) = lim
௫→଴శ

(𝑥 ⋅ 𝑙𝑛𝑥) = lim
௫→଴శ

𝑙𝑛𝑥

1
𝑥

ቀ
−∞

+∞
ቁ

=
(𝐷𝐿𝐻)

 

lim
௫→଴శ

(𝑙𝑛𝑥)′

ቀ
1
𝑥

ቁ ′
= lim

௫→଴శ

1
𝑥

−
1

𝑥ଶ

= lim
௫→଴శ

(−𝑥) = 0 = 𝑓(0) 

Άρα η f  είναι συνεχής στο 0.  
 
Δ2. 

lim
௫→଴శ

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim

௫→଴శ

𝑥 𝑙𝑛𝑥

𝑥
= lim

௫→଴శ
(𝑙𝑛𝑥) = −∞ 

οπότε η f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0=0. 



Δ3.  f(1)=0. Γ ια x>0: f ’(x)=lnx+1, f ’(1)=1.  
Εξίσωση εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f  στο x=1: y-f(1)=f’(1) ⋅(x-1)y=x-1.  
Η y=x-1 για να εφάπτεται της Cg στο σημείο B(x0 ,  g(x0 )) αρκεί:  

൝
𝑔(𝑥଴) = 𝑥଴ − 1

𝜅𝛼𝜄
𝑔ᇱ(𝑥଴) = 1

⇒ ൝
𝑒௫బ + 𝜆 = 𝑥଴ − 1

𝑒௫బ = 1

⇒ ൝
1 + 𝜆 =  −1

𝑥଴ = 0
⇒ ൝

𝜆 =  −2

𝑥଴ = 0
 

 

Δ4.  Για λ= -2: ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =
ଵ

଴
∫ (𝑒௫ − 2)𝑑𝑥 = [𝑒௫ − 2𝑥]଴

ଵଵ

଴
= 𝑒 − 2(𝑒଴ − 0) = 𝑒 − 3.  

 


