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ΘΕΜΑ Α 

Α1.  Θεωρία σχολικό σελ. 142  

Α2.  Θεωρία σχολικό σελ. 162  

Α3.  Θεωρία σχολικό σελ. 128  

Α4.   α)  Σ 

β)  Σ 

γ)  Σ  

δ)  Λ 

ε) Σ  

 

ΘΕΜΑ Β 

B1.   

𝐴 = ൛𝑥 ∈ 𝐴/𝑔(𝑥) ∈ 𝐴ൟ = ቄ𝑥 ≠ 1 𝜅𝛼𝜄 
𝑥

1 − 𝑥
> 0ቅ = (0, 1) 

(𝑓𝑜𝑔)(𝑥) = 𝑓൫𝑔(𝑥)൯ = 𝑙𝑛
𝑥

𝑥 − 1
 

 

Β2.   

Για 𝑥 ∈ (0, 1): ℎᇱ(𝑥) = ⋯
1

𝑥(𝑥 − 1)
> 0 

Άρα η h είναι γνησίως αύξουσα στο (0,  1) οπότε και ‘’1-1’’  άρα αντιστρέφεται.  

𝑦 = ℎᇱ(𝑥) ⇒ 𝑦 = 𝑙𝑛 ቀ
𝑥

1 − 𝑥
ቁ ⇒ 𝑒௬ =

𝑥

1 − 𝑥
⇒ 

𝑒௬ − 𝑥 ⋅ 𝑒௬ = 𝑥 ⇒ 𝑥 =
𝑒௬

1 + 𝑒௬
⇒ 𝑓ିଵ(𝑦) =

𝑒௬

1 + 𝑒௬
, 𝑦 ∈ 𝐼𝑅 



Ά𝜌𝛼 𝑓ିଵ(𝑥) =
𝑒௫

1 + 𝑒௫
, 𝑥 ∈ 𝐼𝑅 

 

Β3.   

Για κάθε 𝑥 ∈ 𝐼𝑅 𝜑ᇱ(𝑥) = ⋯
𝑒௫

(𝑒௫ + 1)ଶ
> 0 

Άρα η φ είναι γνησίως αύξουσα στο IR. 

𝜑ᇱᇱ(𝑥) = ⋯
𝑒௫(1 − 𝑒௫)

(𝑒௫ + 1)ଷ
 

𝜑ᇱᇱ(𝑥) = 0 ⇔ ⋯ 𝑥 = 0 

𝜑ᇱᇱ(𝑥) > 0 ⇔ 𝑥 < 0 

 

x           -           0          +  

φ’’(x)          +             -  

φ(x) 

 

Η φ είναι κυρτή στο (- ,  0],  κοίλη στο [0, +).  

Σημείο καμπής ൬0,
1

2
൰ 

Β4.   

lim
௫→ାஶ

𝜑(𝑥) = lim
௫→ାஶ

𝑒௫

𝑒௫ + 1
= lim

௫→ାஶ

𝑒௫

𝑒௫
= 1 

Άρα y=1 ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ ΑΣΥΜΠΤΩΤΗ της C f  στο + .  

lim
௫→ିஶ

𝜑(𝑥) = lim
௫→ିஶ

𝑒௫

𝑒௫ + 1
= 0 

Άρα y=0 ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ ΑΣΥΜΠΤΩΤΗ της C f  στο - .  

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.   

[(𝑥ଶ + 9) ⋅ 𝑓(𝑥)]ᇱ = (𝑥)ᇱά𝜌𝛼 (𝑥ଶ + 9) ⋅ 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑐, 𝑐 ∈ 𝐼𝑅 

Για x=0: c=0.  

Ά𝜌𝛼 (𝑥ଶ + 9) ⋅ 𝑓(𝑥) = 𝑥 ⇔ 𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥ଶ + 9
 

Σ.Κ. 



 

Γ2.   

𝑓ᇱ(𝑥) =
9 − 𝑥ଶ

(𝑥ଶ + 9)ଶ
 

𝑓ᇱ(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = ±3 

 x         -             3                3              + 

f ΄(x)                -                +                    - 

f (x) 

                        Τ.Ε.                Τ.Μ. 

Η f είναι γν. φθίνουσα στο (-, -3], γν. αύξουσα στο [-3, 3] γν. φθίνουσα στο [3, +) και 
παρουσιάζει για x= -3 Τ.Ε. με τιμή f(-3)= -ଵ


 και για x=3 Τ.Μ. με τιμή 𝑓(3) =

ଵ


. 

 

Γ3.   

lim
௫→ାஶ

[𝑓(𝑥) ⋅ 𝑙𝑛𝑥] = lim
௫→ାஶ

𝑥 ⋅ 𝑙𝑛𝑥

𝑥ଶ + 9

൬
+∞

−∞
൰

=
(𝐷𝐿𝐻)

lim
௫→ାஶ

(𝑥 ⋅ 𝑙𝑛𝑥)′

(𝑥ଶ + 9)ᇱ
= lim

௫→ାஶ

𝑙𝑛𝑥 + 1

2𝑥

൬
+∞

+∞
൰

=
(𝐷𝐿𝐻)

lim
௫→ାஶ

(𝑙𝑛𝑥 + 1)′

(2𝑥)′
= 

= lim
௫→ାஶ

1

2𝑥
= 0 

 

Γ4.   

Έστω f(x)0x0 

𝐸 = න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

ଵ



=
1

2
න

2𝑥

𝑥ଶ + 9
𝑑𝑥 =

1

2
න

(𝑥ଶ + 9)′

𝑥ଶ + 9
𝑑𝑥

ଵ



ଵ



 

=
1

2
[𝑙𝑛(𝑥ଶ + 9)]

ଵ =
1

2
(𝑙𝑚10 − 𝑙𝑛9) 𝜏. 𝜇𝜊𝜈ά𝛿𝜀𝜍 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.  Έχουμε 
 

x 0

f x
lim 1

x



.  

Θέτουμε g(x)=
 f x

x
 για x κοντά στο 0,   

οπότε   
x 0
limg x 1


  και f(x)=  g x x  για x κοντά στο 0.  



Άρα f(0) =     
x 0 x 0
limf x lim g x x 1 0 0
 

      αφού η f είναι συνεχής ως 

παραγωγίσιμη στο R. 

Έχουμε    
0

f x f '' x x dx


    …f(π)+f(0)=π οπότε f(π)=π. 

f΄(0)=
     

x 0 x 0

f x f 0 g x x
lim lim 1

x x 

 
   

 

Δ2. α)  Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο R έχουμε       f x xe x ' f f x e '   

        f x xe f ' x 1 f ' f x f ' x e     ,  xR (1) 

Έστω ότι η f παρουσιάζει ακρότατο στο x=x0 .   Aπό θ. Fermat έχουμε f΄(x 0)=0. Οπότε  

η σχέση (1) για x=x0  γίνεται 0x
0e 1 x 0    δηλαδή f΄(0)=0 ΑΤΟΠΟ αφού f’(0)=1. 

Άρα η f δεν παρουσιάζει ακρότατα στο R. 

β)  Αφού f΄(x)0 για κάθε xR και η f΄ είναι συνεχής στο R τότε διατηρεί σταθερό 
πρόσημο στο R. Επειδή f΄(0)=1 >0 τότε f΄(x)>0 για κάθε xR. Άρα η f είναι γνησίως 
αύξουσα στο R. 

 

Δ3.  Είναι  
x
lim f x


   αφού f(R)=R και η f είναι γν. αύξουσα στο R.  

Για κάθε x(0,  +) ισχύει f(x)>f(0)=0 και 

 
       

x x x xx x 2

f x f x f xf x

      
    

Άρα 
     
2 x x 2

f x f x f x

 
    και αφού 

 
   x x

2 2
lim lim 0

f x f x 

 
   
 

,  τότε από το κριτήριο παρεμβολής προκύπτει ότι 

 x

x x
lim 0

f x

  
  

 

Δ4. Θέτουμε u=lnx 

                    
1

du dx
x

   



Για x=1: u=ln1=0 

Για x=eπ :  u=lneπ=π 

Άρα 
   

e

1 0

f ln x
dx f u du

x

 
   

Η f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο [0,  π] οπότε για κάθε u[0, π] ισχύει 
ότι  f(0)f(u)f(π)0f(u)π  f(u)0 και π-f(u)0 με το ίσον να ισχύει μόνο για 
x=0. 

Άρα  
0

f u du 0


  και     
0 0

f u du 0 f u du 0
 
       και  

     
0 0 0

x f u du 0 f u du 0
        και  

  2

0
f u du


  0<   2

0
f u du


   

Επομένως 
 e 2

1

f ln x
0 dx

x



    

 


