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Α1.  Θεωρία σχολικού βιβλίου σελίδα 133 
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ΘΕΜΑ Β 

Β1.  

𝐴௛ = ൛𝑥 ∈ 𝐴௚/𝑔(𝑥) ∈ 𝐴௙ൟ = ൛𝑥 ≥ 0 𝜅𝛼𝜄 √𝑥 ≤ 1ൟ = [0, 1] 

ℎ(𝑥) = 𝑓൫𝑔(𝑥)൯ = ൫√𝑥൯
ସ

− 2൫√𝑥൯
ଶ

+ 1 = (𝑥 − 1)ଶ 

Β2.  Η h είναι συνεχής στο [0, 1] ως πολυωνυμική και παραγωγίσιμη στο (0, 1) με 
h’(x)=2(x-1)<0. Άρα η h είναι         στο [0, 1] και ‘’1-1’’ .  

Θέτουμε:  

𝑦 = ℎ(𝑥) ⇒ ඥ𝑦 = ඥ(𝑥 − 1)ଶ ⇒ |𝑥 − 1| = ඥ𝑦
௫∈[଴,ଵ]
ሳልልልሰ 𝑥 = 1 − ඥ𝑦 ⇒ ℎିଵ(𝑦) = 1 − ඥ𝑦 

Άρα ℎିଵ(𝑥) = 1 − √𝑥, 𝐴௛ = ℎ(𝐴) = [ℎ(1), ℎ(0)] = [0, 1] 

Β3. i)  Η φ είναι συνεχής στο [0,  1) ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. 

lim
௫→ଵ

𝜑(𝑥) = lim
௫→ଵ

1 − √𝑥

1 − 𝑥

൬
0

0
൰

=
lim
௫→ଵ

1

൫1 + √𝑥൯
=

1

2
= 𝜑(1) 

Οπότε η φ είναι συνεχής και στο x 0=1. 

φ(0)φ(1). Οπότε για κάθε αριθμό n που βρίσκεται μεταξύ των φ(0), φ(1) υπάρχει 
1 τουλάχιστον x 0(0,  1) ώστε φ(x0)=n. 

 



ii) 

𝜋

6
< 𝛼 <

𝜋

2
⇒ 𝜂𝜇

𝜋

6
< 𝜂𝜇𝛼 < 𝜂𝜇

𝜋

2
⇒

1

2
< 𝜂𝜇𝛼 < 1 ⇒ 𝜑(1) < 𝜂𝜇𝛼 < 𝜑(0) 

Οπότε υπάρχει 1 τουλάχιστον x 0(0,  1):  φ(x 0)=ημα. 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. 

lim
௫→଴

𝑓(𝑥) = lim
௫→଴శ

𝑙𝑛𝑥

1
𝑥

ቀ
−∞

+∞
ቁ

=
(𝐷𝐿𝐻)

lim
௫→଴శ

(𝑙𝑛𝑥)′

ቀ
1
𝑥

ቁ ′
= lim

௫→଴శ
(−𝑥) = 0 = 𝑓(0) 

Γ2.  Η f παραγωγίσιμη στο (0, +) με f’(x)=lnx+1 

𝑓ᇱ(𝑥) ≧ 0 ⇔ 𝑙𝑛𝑥 ≧ −1 ⇔ 𝑥 ≧
1

𝑒
 

x           0                 ଵ
௘
               + 

f΄(x)              -                 + 

f (x)  

                            ΕΛΑΧ. 

Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο ቂ0,
ଵ

௘
ቃ και γνησίως αύξουσα στο ቂଵ

௘
, +∞ቃ. 

𝛢ଵ = ൤0,
1

𝑒
൨  𝜏ό𝜏𝜀 𝑓(𝛢ଵ) = ൤−

1

𝑒
, 0൨ 

𝛢ଶ = ൤ 
1

𝑒
, +∞൨  𝜏ό𝜏𝜀 𝑓(𝛢ଶ) = ൤−

1

𝑒
, +∞൨ 

Ά𝜌𝛼 𝑓(𝐴) = ൤−
1

𝑒
, +∞൨ 

Γ3. 

𝑥 = 𝑒
ଵ
௫ ⇔ 𝑙𝑛𝑥 = 𝑙𝑛𝑒

ଵ
௫ ⇔ 𝑙𝑛𝑥 =

1

𝑥
⇔ 𝑥𝑙𝑛𝑥 = 1 ⇔ 𝑓(𝑥) = 1, 𝑥 ∈ (0, +∞) 

∎ 1 ∉ 𝑓(𝐴ଵ) οπότε η εξίσωση f(x)=1 δεν έχει ρίζες στο Α1. 

∎ 1 ∈ 𝑓(𝐴ଶ) οπότε η f(x)=1 έχει 1 τουλάχιστον ρίζα στο Α2 και επειδή η f είναι            στο Α2 θα 
‘ναι μοναδική. 

Γ4. Η f’ είναι παραγωγίσιμη στο (0, +) με 𝑓ᇱᇱ(𝑥) =
ଵ

௫
> 0 άρα η f’ είναι γνησίως αύξουσα στο (0, 

+). Επειδή ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο [x, x+1] υπάρχει 1 τουλάχιστον ξ(x, x+1) 
ώστε f’(ξ)=f(x+1)-f(x). 

Όμως ξ<x+1f’(ξ)<f’(x+1)f(x+1)-f(x)<f’(x+1). 

 



ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.  Η f είναι συνεχής στο [1, +) ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων και 
παραγωγίσιμη στο (1, +) με 

𝑓ᇱ(𝑥) = √𝑙𝑛𝑥 +
1

2√𝑙𝑛𝑥
> 0 

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο [1, +) και ‘ ’1-1’’.  

Δ2.  f(f(x))=ef(f(x))=f(e)f(x)=ef(x)=f(e)x=e 

Δ3.  Θέτουμε f(x)=u 

Οπότε 

lim
௨→ାஶ

(𝑢 𝑒ି௨ ⋅ 𝜂𝜇𝑢) = lim
௨→ାஶ

ቀ
𝑢

𝑒௨
⋅ 𝜂𝜇𝑢ቁ 

Όμως 

−1 ≤ 𝜂𝜇𝑢 ≤ 1 ⇔ −
𝑢

𝑒
≤

𝑢

𝑒௨
 𝜂𝜇𝑢 ≤

𝑢

𝑒௨
 

lim
௨→ାஶ

ቀ−
𝑢

𝑒௨
ቁ = lim

௨→ାஶ

𝑢

𝑒௨
= 0 

Από Κ.Π.:  

lim
௨→ାஶ

ቀ
𝑢

𝑒௨
⋅ 𝜂𝜇𝑢ቁ = 0 

Δ4. 

𝛦 = න 𝑓ଶ(𝑥)𝑑𝑥 = න 𝑥ଶ𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥 = න ቆ
𝑥ଷ

3
ቇ

ᇱ

𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ቈ
𝑥ଷ

3
𝑙𝑛𝑥቉

௘

௘ర

−
௘ర

௘

௘ర

௘

௘ర

௘

න
𝑥ଷ

3
(𝑙𝑛𝑥)ᇱ𝑑𝑥 =

௘ర

௘

 

= ቈ
𝑥ଷ

3
𝑙𝑛𝑥቉

௘

௘ర

−
1

3
න 𝑥ଶ𝑑𝑥 =

௘ర

௘

1

3
[𝑥ଷ𝑙𝑛𝑥]௘

௘ర
−

1

9
[𝑥ଷ]௘

௘ర
= ⋯

11

9
𝑒ଵଶ −

2

9
𝑒ଷ  𝜏. 𝜇𝜊𝜈. 


