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Α4.  α) Σ 

β)  Λ 

γ)  Λ 

 δ)  Λ 

ε)  Λ  

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1.   

lim
௫→ଵశ

𝑓(𝑥) = lim
௫→ଵశ

𝑥

𝑥 − 1

ቀ
𝑎

0
ቁ

= = +∞, lim
௫→ଵష

𝑓(𝑥) = lim
௫→ଵష

𝑥

𝑥 − 1

ቀ
𝑎

0
ቁ

= − ∞ 

x=1 ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗ ΑΣΥΜΠΤΩΤΗ της C f .  

lim
௫→ାஶ

𝑓(𝑥) = lim
௫→ାஶ

𝑥

𝑥 − 1
= 1. 

y=1 ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ ΑΣΥΜΠΤΩΤΗ της C f  στο +∞.  Ομοίως στο -∞. 

 

Β2.   

Θεωρούμε ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥) =
𝑥

𝑥 − 1
− 𝑙𝑛𝑥, 𝑥 ∈ [𝑒, 𝑒ଶ] 

Η h είναι συνεχής στο[𝑒, 𝑒ଶ] ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων. 



ℎ(𝑒) =
1

𝑒 − 1
> 0, ℎ(𝑒ଶ) =

2 − 𝑒ଶ

𝑒ଶ − 1
< 0 

ℎ(𝑒) ⋅ ℎ(𝑒ଶ) < 0 

Από Θ. Bolzano η h(x)=0 έχει 1 τουλάχιστον ρίζα στο (e, e2).  

 

Β3.   

Α = 𝛢 = {𝑥 ∈ 𝐴/𝑓(𝑥) ∈ 𝐴} = {𝑥 > 1 𝜅𝛼𝜄 
𝑥

𝑥 − 1
> 0} = (1, +∞) 

𝜑(𝑥) = (𝑔𝑜𝑓)(𝑥) = 𝑔൫𝑓(𝑥)൯ = 𝑙𝑛
𝑥

𝑥 − 1
= 𝑙𝑛𝑥 − ln (𝑥 − 1) 

 

Β4.  Αφ=Αh=(1, +)  και για κάθε x(1, +):  

𝜑(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − ln(𝑥 − 1) = 𝑙𝑛
𝑥

𝑥 − 1
= ℎ(𝑥).  Ά𝜌𝛼 𝜑 = ℎ 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.   

f ଶ(𝑥) − 2𝑥𝑓(𝑥) + 𝑥ଶ = 𝑥ଶ + 1 ⇔ (𝑓(𝑥) − 𝑥)ଶ = 𝑥ଶ + 1 

Θέτουμε: g(x)=f(x)-x 

Τότε 𝑔ଶ(𝑥) = 𝑥ଶ + 1 ⇔ ඥ𝑔ଶ(𝑥)  = √𝑥ଶ + 1 ⇔ |𝑔(𝑥)| = √𝑥ଶ + 1  (1) 

Έστω g(x)=0.  Από (1) x2+1=0⇔x2= -1 Αδύνατο. 

Άρα g(x)0. Επίσης η g είναι συνεχής στο [1, +]  ως άθροισμα συνεχών 
συναρτήσεων. 

Τότε η g διατηρεί το πρόσημό της και επειδή g(0)=1>0 θα ισχύει g(x)>0, για κάθε 
x[1,  +) .  

Από (1):  𝑔(𝑥) = √𝑥ଶ + 1 ⇔ 𝑓(𝑥) − 𝑥 = √𝑥ଶ + 1 ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑥 + √𝑥ଶ + 1.  

 

Γ2.  Η f  είναι συνεχής στο [0, +) ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων και 
παραγωγίσιμη στο (0, +)  με 

f ᇱ(x) =
𝑥

√𝑥ଶ + 1
+ 1 > 0 

Τότε η f  είναι γνησίως αύξουσα στο [0,  +)  και 1-1 οπότε αντιστρέφεται.  

𝐴షభ = 𝑓(𝐴) = [𝑓(0), lim
௫→ାஶ

𝑓(𝑥)] = [1, +∞). Ά𝜌𝛼 ℎ(𝑥) ≥ 1    (2) 

 



Γ3.  Θεωρούμε:  h(x)=(x-2) f(α)+(x-1)f(β). 

Η h είναι συνεχής στο [1, 2] ως πολυωνυμική  

h(1)= -  f(α)<0 από (2) 

h(2)= f(β)>0 από (2) 

h(1) ⋅h(2)<0. Από Θ. Bolzano η h(x)=0 έχει 1 τουλάχιστον ρίζα στο (1,  2).  

 

Γ4.   

f ᇱ(x) ⋅ ඥ𝑥ଶ + 1 = ൬
𝑥

√𝑥ଶ + 1
+ 1൰ ⋅ ඥ𝑥ଶ + 1 = 

𝑥 + √𝑥ଶ + 1

√𝑥ଶ + 1
⋅ ඥ𝑥ଶ + 1 = 𝑥 + ඥ𝑥ଶ + 1 = 𝑓(𝑥) 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.  

Θέτουμε: 3ℎ = 𝑢 ⇔ ℎ =
𝑢

3
 

lim
→

𝑓(5 + 3ℎ) − 𝑓(5)

ℎ
= lim

௨→

𝑓(5 + 𝑢) − 𝑓(𝑢)
𝑢
3

= 3 lim
௨→

𝑓(5 + 𝑢) − 𝑓(𝑢)

𝑢
= 3 𝑓′(5) 

 

Δ2.   

Θεωρούμε: 𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥) − 2

𝑥 − 1
, 𝑥 ≠ 1,  

lim
௫→ଵ

𝑔(𝑥) = 1.  𝛵ό𝜏𝜀 ∶ 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑔(𝑥) + 2 

Η f  είναι συνεχής στο x=1 οπότε: 

𝑓(1) = lim
௫→ଵ

𝑓(𝑥) = lim
௫→ଵ

[(𝑥 − 1)𝑔(𝑥) + 2] = 2 

lim
௫→ଵ

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

௫→ଵ

𝑓(𝑥) − 2

𝑥 − 1
= 1 = 𝑓′(1) 

lim
௫→ଵ

𝑓(𝑥) − 2𝑥

𝑥ଶ − 𝑥
= lim

௫→ଵ

(𝑥 − 1)𝑔(𝑥) + 2 − 2𝑥

𝑥ଶ − 𝑥
= lim

௫→ଵ

(𝑥 − 1) ⋅ [𝑔(𝑥) − 2]

𝑥(𝑥 − 1)
= lim

௫→ଵ

𝑔(𝑥) − 2

𝑥
= −1 

 

Δ3.  y-f(1)=f’(1) ⋅(x-1)y=x+1  

 

 



Δ4.   

𝒊) lim
௫→శ

𝑔(𝑥) = lim
௫→శ

𝑙𝑛𝑥

1
𝑥

ቀ
−∞

+∞
ቁ

=
(𝐷𝐿𝐻)

 

= lim
௫→శ

(𝑙𝑛𝑥)′

ቀ
1
𝑥

ቁ ′
= lim

௫→శ

1
𝑥

−
1

𝑥ଶ

= 0 

 

𝒊𝒊) lim
௫→శ

𝑔(𝑥)

(𝑒௫ − 1) ⋅ 𝜂𝜇𝑥
= lim

௫→శ

𝑥𝑙𝑛𝑥

(𝑒௫ − 1) ⋅ 𝜂𝜇𝑥
= lim

௫→శ

𝑙𝑛𝑥
𝑥

𝑒௫ − 1
𝑥

⋅
𝜂𝜇𝑥

𝑥

  (1) 

lim
௫→శ

𝑙𝑛𝑥

𝑥
= lim

௫→శ
൬𝑙𝑛𝑥

1

𝑥
൰ = −∞ 

lim
௫→శ

𝑒௫ − 1

𝑥

൬
0

0
൰

=
(𝐷𝐿𝐻)

lim
௫→శ

(𝑒௫ − 1)′

(𝑥)′
= 1 

lim
௫→శ

𝜂𝜇𝑥

𝑥
= 1 

Από (1):  

lim
௫→శ

𝑔(𝑥)

(𝑒௫ − 1)𝜂𝜇𝑥
= −∞ 


