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Κυριακή 13 Νοεµβρίου 2016 

 
Θέµα Α 

 

Α1. δ          Α2. γ          Α3. γ          Α4. δ           

 

Α5. α) Σ        β) Λ       γ) Λ         δ) Σ         ε) Λ  

 

Θέµα Β 

 

Β1. Σωστή είναι η απάντηση (β).  
 Εφόσον παρατηρούνται 4 µέγιστα του ήχου ανά δευτερόλεπτο, η συχνότητα του δι-

ακροτήµατος είναι f∆ = 4 Ηz. Όµως f∆ = f2 – f1 (αφού f2 > f1) οπότε: 

 f2 = f∆ + f1 = 1004 Hz. 

 

Β2. ΣΣΣωωωσσστττήήή   αααπππάάάννντττηηησσσηηη   εεείίίννναααιιι   ηηη   βββ...  
Η περίοδος της ΑΑΤ του σηµείου Α είναι: 

 

Τ + 
T

2
 = (14 – 2) s →  

3T

2
 = 12 s → T = 8 s. 

Από τη θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής παίρνουµε:  

 

u = λ f = λ 
1

T
 = 0.4 

1

8
 → u = 0,05 m/s = 5 cm/s . 

 

Όπως φαίνεται από το διάγραµµα ψ – t που µας δίνεται το σηµείο Α αρχίζει να τα-

λαντώνεται τη χρονική στιγµή tA  = 2 s άρα η απόσταση του χΑ από την πηγή των κυµάτων 

είναι: 

χΑ = u tA = 5 cm/s 2 s → χΑ = 10 cm. 



 

 

Β3. ΣΣΣωωωσσστττήήή   αααπππάάάννντττηηησσσηηη   εεείίίννναααιιι   ηηη   βββ...  
 

Το πλάτος του (Σ) µετά τη συµβολή των κυµάτων ισούται µε:  

 

Α’Σ = 2Α 1 2r - r
συνπ

λ
 = 2Α 1 2u t  - u t

συνπ
λ

 = 2Α 
)1 2u (t  - t

συνπ
λ

 → 

Α’Σ = 2Α 
λ f ∆t

συνπ
λ

 = 2A συνπ f ∆t  = 2A
1

συνπ  T
T

 = 2A συνπ  → Α’Σ = 2Α. 

 

Η µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης του σηµείου (Σ) µετά τη συµβολή των κυµάτων σε 

αυτό είναι: 

umax(Σ) = ω Α’Σ = ω 2 A →maxu  = ω Α  umax(Σ) = 2 umax  

 

όπου umax = ω Α η µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης των πηγών. 

 
Θέµα Γ 

 

Γ1. Από το πυθαγόρειο θεώρηµα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Β̂  = 900) παίρνουµε: 

 

(ΑΓ)2 = (ΑΒ)2 + (ΒΓ)2 → (ΑΓ)2 = 16 + 9 = 25 → (ΑΓ) = 5 m . 
 

Το µήκος κύµατος των παραγόµενων αρµονικών κυµάτων είναι: 

 

u = λ f → 10 = 5 λ → λ = 2 m . 
 

Το κύµα από την πηγή Α θα φθάσει στο σηµείο Γ µετά από χρόνο: (ΑΓ) = u tA → tA 
= 0,5 s , ενώ το κύµα από την πηγή Β µετά από χρόνο: (ΒΓ) = u tB → tB = 0,3 s. Άρα: 
 

Από [0 – 0,3) s στο σηµείο Γ δεν έχει φθάσει κανένα από τα δύο κύµατα, οπότε ο 

φελλός θα παραµένει ακίνητος. 

 

Από [0,3 – 0,5) s στο σηµείο Γ έχει φθάσει µόνο το κύµα από την πηγή Β, οπότε ο 

φελλός κάνει ΑΑΤ µε εξίσωση αποµάκρυνσης από τη θέση ισορροπίας του: 

 

yΓ = Α ηµ2π
 
 
 

t ΒΓ
 - 

T λ
 →→→→ yΓ = 10

-2 ηµ(10π t – 3π)   (SI) 

 



Από 0,5 s και µετά στο σηµείο Γ έχουν φθάσει τα κύµατα και από τις δύο πηγές, τα 

οποία συµβάλλουν, οπότε ο φελλός κάνει ΑΑΤ µε εξίσωση αποµάκρυνσης από τη θέση ι-

σορροπίας του: 

yΓ = 2Α συνπ 
(ΑΓ) - (ΒΓ)

λ
 ηµ2π

( ) 
 
 

ΒΓ  + (ΑΓ)t
 - 

T 2λ
 →→→→ 

 

yΓ = - 2 10
-2 ηµ(10π t – 4π)   (SI) 

 

Τη χρονική στιγµή t1 = 0,2 s (0 < t1 < 0,3 s)  ο φελλός είναι ακίνητος οπότε: 

 

y1 = 0 και u1 = 0. 

 

Τη χρονική στιγµή t2 = 0,45 s (0,3 s < t2 < 0,5 s)  η αποµάκρυνση του φελλού 

είναι: 

y2 = 10
-2 ηµ(4,5 π – 3 π) = 10-2 ηµ

3π

2
 →→→→ y2 = - 10

-2 m 

και η ταχύτητα ταλάντωσης του: u2 = ω Α συν(4,5 π – 3 π) = ω Α συν
3π

2
 →  

u2 = 0 . 

 

Τη χρονική στιγµή t2 = 0,575 s (0,5 s < t3) η αποµάκρυνση του φελλού είναι: 

y3 = - 2 10
-2 ηµ(5,75 π – 4π) = - 2 10-2 ηµ1,75 π = - 2 10-2 ηµ(2π - 

π

4
) →→→→ 

y3 = 2 10-2 m 

 

και η ταχύτητα ταλάντωσης του: 

u3 = ω Α’ συν(5,75 π – 4π) = 2π 5 (- 2 10
-2 ) συν(2π - 

π

4
)  → 

u3 = - 2π 10
-1 

2

2
 = - 2 π 10-1 m/s. 

 

Γ2. Η εξίσωση της αποµάκρυνσης του φελλού από τη θέση ισορροπίας του, σε συνάρτηση 

µε το χρόνο είναι: 

 

y = 0                                       για  0 ≤≤≤≤ t < 0,3 s 
y = 10-2 ηµ(10π t – 3π)        (SI)      για  0,3  ≤≤≤≤ t < 0,5 s  
y = - 2 10-2 ηµ(10π t – 4π)   (SI)      για  t  ≥≥≥≥ 0,5 s 

 

 

 



 

 

Για t = 0,3 s η αποµάκρυνση του φελλού είναι: 

 

y = 10-2 ηµ(3π – 3π) = 10-2 ηµ0 →→→→ y = 0 m  

 

και η ταχύτητα ταλάντωσης του: 

u2 = ω A συν(3π – 3π) = 10π 10
-2 συν0 → u2 = π 10

-1 m/s > 0. 

 

Για t = 0,5 s η αποµάκρυνση του φελλού είναι: ψ = - 2 10-2 ηµπ →→→→ y = 0 m  

 

και η ταχύτητα ταλάντωσης του: 

u3 = ω Α’ συν(5π – 4π) = 2π 5 (- 2 10
-2 ) συνπ  →  

 

u3 = - 2π 10
-1 (- 1) = 2 π 10-1 m/s > 0. 

 

Γ3. Τη χρονική στιγµή t = 0,5 s κατά την οποία συµβάλλουν τα δύο κύµατα, ο φελλός 

βρίσκεται στη θέση ισορροπίας του και η ταχύτητα του είναι θετική. Άρα ο φελλός θα 

φτάσει στη θέση της µέγιστης αρνητικής αποµάκρυνσης για πρώτη φορά µετά από χρόνο 
3T

4
 = 0,15 s. 

 

Γ4. Για τα σηµεία του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ που παραµένουν συνεχώς ακίνητα ισ-

χύει: 

r1 – r2 = (2 Ν + 1)
λ

2
 = (2N + 1) m    (1)       

r1 + r2 = AB = 4 m   (2) 

 

Αθροίζω κατά µέλη τις σχέσεις (1) και (2) και παίρνω: 

2 r1 = (2N + 1) + 4  → r1 = 
2 Ν + 1

2
 + 2  

 

0 ,5  

 

0  
t (s )  

1 0 -2 

0 ,0 5  0 ,3  

- 2  1 0 - 2  

- 1 0 -2 

2  1 0 - 2  

y  (m ) 

0 ,7  



Όµως 0 < r1 < AB → 0 <
2 Ν + 1

2
 + 2 < 4 → - 2 < 

2 Ν + 1

2
 < 2 → - 4 < 2 Ν + 1 < 4 →  

- 2,5 < Ν < 1,5  

 

Tο Ν είναι ακέραιος άρα οι τιµές που µπορεί να πάρει είναι: Ν = - 2 , - 1 , 0 , 1 

 

Άρα τα σηµεία στα οποία µπορεί να τοποθετηθεί ένας φελλός για να παραµένει συνέ-

χεια ακίνητος απέχουν από τη πηγή Α αποστάσεις: 

 

r1 = 
2 Ν + 1

2
 + 2 =  

- 4 + 1

2
 + 2 → r1 = 0,5 m 

r1 = 
2 Ν + 1

2
 + 2 =  

- 2 + 1

2
 + 2 → r1 = 1,5 m 

r1 = 
2 Ν + 1

2
 + 2 =  

1

2
 + 2 → r1 = 2,5 m 

r1 = 
2 Ν + 1

2
 + 2 = 

2 + 1

2
 + 2  → r1 = 3,5 m 

 

Θέµα ∆ 

 

 ∆1. Από το σχήµα φαίνεται ότι η φάση της ταλάντωσης των σηµείων του ελαστικού 

µέσου διάδοσης του κύµατος µειώνεται προς τη θετική κατεύθυνση του άξονα. Αυτό σηµα-

ίνει ότι το κύµα διαδίδεται προς τη θετική κατεύθυνση του άξονα, εποµένως, η εξίσωση 

του κύµατος είναι της µορφής: 

ψ = A ηµ2π
t χ
 - 
T λ
 
 
 

 

 Η εξίσωση φάσης για αυτό το κύµα δίνεται από τον τύπο: φ = 2π  
 
 

t χ
 - 
T λ

  

 Από τα δεδοµένα του σχήµατος έχουµε ότι για χ = 0 και t = 4 s: φ = 4π rad/s. 

 

 Αντικαθιστώντας τις τιµές στην εξίσωση φάσης, έχουµε: 

  

 4π = 2π 
4

Τ
 → Τ = 2 s και ω = 

2π

Τ
 = π rad/s. 

 Η εξίσωση φάσης παίρνει τη µορφή: φ = 2π 
t χ
 - 
2 λ
 
 
 

  (SI) 

  

 Από τα δεδοµένα του σχήµατος έχουµε ότι για χ = 2 m και t = 4 s: φ = 0 rad/s. 

 

  



 

 

Αντικαθιστώντας τις τιµές στην εξίσωση φάσης, έχουµε: 

 

 0 = 2π 
4

Τ
 - 2π 

2

λ
 → 

2

λ
 = 
4

2
 → λ = 1 m. 

 Τελικά, η εξίσωση του κύµατος παίρνει τη µορφή: ψ = 0,2 ηµ2π  
 
 

t
 - χ

2
 (S.I.) 

  

 ∆2. Η µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης των µορίων του ελαστικού µέσου υπολογίζεται 

από τον τύπο: umax = ω Α → umax =  0,2π m/s. 
  

 Με αντικατάσταση στην εξίσωση της ταχύτητας, έχουµε: 

V = 0,2π συν2π  
 
 

t
 - χ

2
 (S.I.) 

 

 ∆3. Για να βρούµε τις χρονικές στιγµές tΚ και tΛ στις οποίες τα σηµεία Κ και Λ 

ξεκινούν την ταλάντωση τους µηδενίζουµε τη φάση της ταλάντωσης τους, δηλαδή: 

 

φΚ = 2π Κ
Κ

t
 - χ
2

 
 
 

 = 0 → Kt

2
 - 1 = 0 → tΚ = 2 s.  

φΛ = 2π Λ
Λ

t
 - χ

2
 
 
 

 = 0 → Λt

2
 - 1,5 = 0 → tΛ = 3 s.  

 

 ∆4. Η διαφορά φάσης των ταλαντώσεων των σηµείων Κ και Λ του ελαστικού 

µέσου την ίδια χρονική στιγµή είναι: 

 

∆φ = φΚ – φΛ = 2π
t
 - 1
2
 
 
 

 - 2π
t
 - 1,5
2
 
 
 

 = π t – 2 π – π t + 3 π → ∆φ = π rad 

 

 ∆5. Για τη χάραξη της γραφικής παράστασης φ = f(t) για το σηµείο Λ, θέτουµε xΛ = 

1,5 m στην εξίσωση της φάσης: 

  

 φΛ = 2π Λ

t
 - χ
2
 
 
 

 = πt – 3π (S. I.) µε t ≥ 3 s. 

 Η εξίσωση που προκύπτει είναι πρώτου βαθµού ως προς 

t, η γραφική παράσταση της οποίας φαίνεται στο σχήµα. 

 

 ∆6.Για τη χάραξη της γραφικής παράστασης ψ = f(t) για το σηµείο Λ, θέτουµε χΛ = 

1,5 m στην εξίσωση του κύµατος: 

 φ(rad) 

3 

t (s) 
Ο 

-3π 

χΛ = 1,5 m 

5 

2π 



  ψΛ = 0,2 ηµ2π Λ

t
 - χ
2
 
 
 

 = 0,2 ηµ(πt – 3π)  (S. I.) 

 Η εξίσωση που προκύπτει είναι αρµονική συνάρτηση από τη στιγµή t = 3 s και έπει-

τα. Η γραφική της παράσταση φαίνεται στο σχήµα: 

 

 ∆7. Για την εύρεση της φοράς κίνησης του σηµείου Λ θέτουµε χ = χΛ = 1,5 m και t = 

4 s στην εξίσωση της ταχύτητας ταλάντωσης των σηµείων του ελαστικού µέσου: 

  

 VΛ = 0,2π συν2π
t
 - χ
2
 
 
 

 = 02π συν(4π – 3π) = 0,2π συνπ = - 0,2π m/s. 

  

 Το αρνητικό πρόσηµο της ταχύτητας δηλώνει ότι το συγκεκριµένο σηµείο κινείται 

προς τα αρνητικά, δηλαδή προς τα κάτω. 

 

 ∆8. Τη χρονική στιγµή t2 = 8 s το κύµα έχει φθάσει στο σηµείο που απέχει: 

 

χ2 = u t2 = λ f t2 = 1 
1

2
 8 = 4 m από την πηγή. 

 

Η εξίσωση του κύµατος την παραπάνω χρονική στιγµή γράφεται: 

 

 

ψ = 0,2 ηµ2π 2t  - χ
2

 
 
 

 = 0,2 ηµ(8π – 2πχ)  µε χ ≤  4 m  

 

Η σχέση αυτή δίνει την αποµάκρυνση όλων των σηµείων του µέσου, από την πηγή 

έως το σηµείο που απέχει χ2 = 4 m από την πηγή, την χρονική στιγµή t2 = 8 s . 

 

Για χ = 0 m                      →     ψ = 0 m 

για χ = 
λ 1
 = 
4 4

 = 0,25 m     →     ψ = - 0,2 m 

 

   

 ψ(m) 

0 

t(s) 

0,2 

1 

- 0,2 

2 4 5 3 6 

7 



 

 

Το στιγµιότυπο του κύµατος τη χρονική στιγµή t2 = 8 s είναι: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ψ(m) 

0 
χ(m)  

0,2 

1 

- 0,2 

2 3,5 3 0,5 1,5 2,5 4 


