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Σάββατο 22 Ιανουαρίου 2022 

ΘΕΜΑ Α 

Α1.  Θεωρία σχολικού βιβλίου σελίδα: 117 

Α2.  Θεωρία σχολικού βιβλίου σελίδα: 104  

Α3 .  Θεωρία σχολικού βιβλίου σελίδα: 128  

Α4.   α.  Λ 

β.  Λ 

γ.  Λ 

δ.  Λ 

ε.  Λ  

ΘΕΜΑ Β 

Β1.   

A = 𝑥 ∈ 𝐴 /𝑔(𝑥) ∈ 𝐴 =
𝑥 ∈ 𝐼𝑅

𝜅𝛼𝜄
𝑒 > 1

=
𝑥 ∈ 𝐼𝑅

𝜅𝛼𝜄
𝑥 > 0

= (0, +∞) 

Β2.  Για κάθε x1 ,  x 2∈(0, +∞) με 

(fog)(𝑥 ) = (fog)(𝑥 ) ⟺
𝑒 + 2

𝑒 − 1
=

𝑒 + 2

𝑒 − 1
⟺ 

(𝑒 + 2) ⋅ (𝑒 − 1) = (𝑒 + 2) ⋅ (𝑒 − 1) ⟺ ⋯ − 3𝑒 = −3𝑒  

⟺ 𝑒 = 𝑒 ⟺ 𝑥 = 𝑥  

Άρα η fog είναι ‘’1-1’’  και αντιστρέφεται.  

Θέτουμε: 

𝑦 =
𝑒 + 2

𝑒 − 1
⟺ (𝑒 − 1)𝑦 = 𝑒 + 2 ⟺ 



𝑒 (𝑦 − 1) = 𝑦 + 2
 ( )

𝑒 =
𝑦 + 2

𝑦 − 1

𝑦 + 2 > 0

𝑦 − 1
⟺
(2)

 

𝑥 = 𝑙𝑛
𝑦 + 2

𝑦 − 1
 

Όμως 

𝑥 > 0 ⟺
𝑦 + 2

𝑦 − 1
> 1 (3) 

Από (1), (2), (3) y>1. 

Άρα 

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛
𝑥 + 2

𝑥 − 1
, 𝑥 > 1 

Β3.  Για κάθε x>1: 

φ (x) =
𝑥 − 1

𝑥 + 2

𝑥 + 2

𝑥 − 1
=

−3

(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)
< 0 

Άρα η φ          στο (1,  +∞) 

Β4.  Θέτουμε: 

u =
𝑥 + 2

𝑥 − 1
 

lim
→

𝑢 = lim
→

𝑥 + 3

𝑥 − 1

(
𝛼

0
)

= + ∞ 

Οπότε: 

lim
→

𝜑(𝑥) = lim
→

𝑙𝑛
𝑥 + 2

𝑥 − 1
= lim

→
(ln 𝑢) = +∞ 

lim
→

𝑢 = lim
→

𝑥 + 3

𝑥 − 1
= 1 

Οπότε: 

lim
→

𝜑(𝑥) = lim
→

(ln
𝑥 + 2

𝑥 − 1
) = lim (ln 𝑢) = 0 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  A=(0, +∞) 

Η f παραγωγίσιμη στο Α με f (x) =  

Έστω f’(x)≥0⟺ 1 − ln 𝑥 ≥ 0 ⟺ 𝑥 ≤ 𝑒 



 

 

x      0                  e                 +   

f’(x)             +                 -  

f(x)                   ΜΕΓ.   

 

Η f είναι        στο (0, e],         στο [e, +) και παρουσιάζει για x=e μέγιστο με τιμή  

𝑓(𝑒) =
1

𝑒
 

Γ2.  Για κάθε e<α<α+1 ισχύει 

f(α) > 𝑓(𝛼 + 1) ⟺
ln 𝛼

𝛼
>

ln (𝛼 + 1)

𝛼 + 1
⟺ 

(𝛼 + 1) ⋅ ln 𝑎 > 𝛼 ⋅ ln(𝛼 + 1) ⟺ 𝛼 > (𝛼 + 1)  

Γ3.   

lim
→

𝑓(𝑥) = lim
→

𝑙𝑛𝑥

𝑥
= lim

→
𝑙𝑛𝑥 ⋅

1

𝑥
= −∞ 

Άρα x=0 ΚΑΤ. ΑΣ. Της C f .  

lim
→

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

→

𝑙𝑛𝑥

𝑥

+∞

+∞
=

(𝐷𝐿𝐻)

lim
→

(𝑙𝑛𝑥)′

(𝑥 )′
= lim

→

1

2𝑥
= 0 = 𝜆 

lim
→

(𝑓(𝑥) − 𝜆𝑥) = lim
→

𝑙𝑛𝑥

𝑥

+∞

+∞
=

(𝐷𝐿𝐻)

lim
→

(𝑙𝑛𝑥)′

(𝑥)′
= lim

→

1

𝑥
= 𝑜 = 𝛽 

Άρα y=0 ΟΡ.ΑΣ. της C f  στο + .  

Γ4.   

f(x) = f(2) ⟺
𝑙𝑛𝑥

𝑥
=

𝑙𝑛2

2
⟺ 𝑥 ⋅ 𝑙𝑛2 = 2 ⋅ 𝑙𝑛𝑥 ⟺ 𝑙𝑛2 = 𝑙𝑛𝑥 ⟺ 2 = 𝑥  

Επειδή 2 2=2 2  και 24=42  η εξίσωση 2x=x2  έχει στο (0,  +) λύσεις τις x=2 και x=4. 

  Η f στο (0, e] είναι γν. αύξουσα. Άρα την τιμή f(2) θα την πάρει μία φορά για 
x=2. 

  Η f στο [e,  +) είναι γν. φθίνουσα. Άρα την τιμή f(4) θα την πάρει  μόνο μια 
φορά για x=4. 

 

 



ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.  Για κάθε x∈ IR: g’(x)=2f(x) ⋅f’(x)-2f(x)-2x ⋅f’(x)=2[f’(x)  ⋅(f(x)-x)-f(x)]= 

= 2
𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥) − 𝑥
⋅ (𝑓(𝑥) − 𝑥) − 𝑓(𝑥) = 0 

Άρα g(x)=c ή f2(x)-2x f(x)=c.  

Για x=0: f2(0)=0⟺c=1. Άρα 

f2(x)-2x f(x)=1⟺f2(x)-2xf(x)+x 2=x 2+1 

⟺ (𝑓(𝑥) − 𝑥) = 𝑥 + 1 ⟺ (𝑓(𝑥) − 𝑥) = 𝑥 + 1 ⟺ |𝑓(𝑥) − 𝑥| = 𝑥 + 1 

Θέτουμε:  

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑥 

Τότε 

|𝑔(𝑥)| = 𝑥 + 1 (1) 

Έστω g(x)=0. Τότε x2+1=0⟺x2= -1.  Αδύνατο 

Άρα g(x)≠0 και επειδή η g είναι συνεχής στο IR διατηρεί το πρόσημό της. 

g(0)=f(0)-0=1>0 άρα g(x)>0. 

Από (1):  

𝑔(𝑥) = 𝑥 + 1 ⟺ 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑥 + 1 

 

Δ2.  Έστω  

f(x)>0⟺ √𝑥 + 1 + 𝑥 > 0 ⟺ √𝑥 + 1 > −𝑥 (2) 

 𝛢𝜈 − 𝑥 ≥ 0 ⟺ 𝑥 ≤ 0 𝛢𝜋ό (2): 𝑥 + 1 > (−𝑥) ⟺ 𝑥 + 1 > 𝑥 ⟺ 1 > 0 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 

 Αν − 𝑥 < 0 ⟺ 𝑥 > 0 𝜂 (2) 𝛼𝜆𝜂𝜃𝜀ύ𝜀𝜄 

Άρα f(x)>0 για κάθε x∈IR. 

Για κάθε x∈IR: 

𝑓 (𝑥) =
2𝑥

2√𝑥 + 1
+ 1 =

√𝑥 + 1 + 𝑥

√𝑥 + 1
> 0 

Άρα η f είναι       στο IR. 

Για κάθε x∈IR: 

𝑓 (𝑥) =
𝑥

√𝑥 + 1
= ⋯

1

(𝑥 + 1)√𝑥 + 1
> 0 

 



Δ3. i)   

lim
→

𝑓(𝑥) = lim
→

𝑥 1 +
1

𝑥
+ 1 = +∞ 

lim
→

𝑓(𝑥) = lim
→

−𝑥 1 +
1

𝑥
− 1 = 

= lim
→

−𝑥 1 +
1

𝑥
− 1 1 +

1
𝑥

+ 1

1 +
1

𝑥
+ 1

= lim
→

−
1
𝑥

1 +
1

𝑥
+ 1

= 0 

και επειδή η f είναι       στο IR, f(A)=(0, +) 

ii)   

𝑥 + 1 + 𝑥 = 𝑒 ⟺ 𝑓(𝑥) = 𝑒 

ef(A) οπότε η f(x)=e έχει 1 τουλάχιστον ρίζα στο IR και επειδή η f είναι        θα 
είναι μοναδική. 

 

Δ4.  Εξίσωση εφαπτομένης της C f  στο Α: y-f(0)=f’(0) (x-0)y=x+1 

Η y=x+1 για να εφάπτεται της Ch  αρκεί:  

h(x ) = x + 1

h (x ) = 1
⟺

e = x + 1
e = 1

⟺ x = 0 

 

 


