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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό, σελίδα 133 

Α2. Σχολικό, σελίδα 73 

Α3. Σχολικό, σελίδα 128 

Α4. α) Λ, β) Σ, γ) Σ, δ) Λ, ε) Λ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Για κάθε x>1: 

𝑓ᇱ(𝑥) = ൬
1

1 − √𝑥
൰

ᇱ

= −
൫1 − √𝑥൯′

൫1 − √𝑥൯
ଶ =

1

2√𝑥൫1 − √𝑥൯
ଶ > 0 

Η f είναι γν. αύξουσα στο (1, +∞) οπότε ΄΄1-1΄΄ και αντιστρέφεται. 

∎ lim
௫→ଵశ

𝑓(𝑥) = lim
௫→ଵశ

1

1 − √𝑥
= lim

௫→ଵశ

1 + √𝑥

1 − 𝑥

ቀ
𝑎

0
ቁ

= = −∞ 

∎ lim
௫→ାஶ

𝑓(𝑥) = lim
௫→ାஶ

1

1 − √𝑥
= 0 

𝐴௙షభ = 𝑓൫(1, +∞)൯ = ቀ lim
௫→ଵశ

𝑓(𝑥), lim
௫→ାஶ

𝑓(𝑥)ቁ = (−∞, 0) 

Για x>1:  

𝑦 = 𝑓(𝑥) ⟺ 𝑦 =
1

1 − √𝑥
⟺ 1 − √𝑥 =

1

𝑦
⟺ √𝑥 =

𝑦 − 1

𝑦
⟺ 𝑥 = ൬

𝑦 − 1

𝑦
൰

ଶ

 

⟺ 𝑓ିଵ(𝑦) = ൬
𝑦 − 1

𝑦
൰

ଶ

 

Άρα  

𝑓ିଵ(𝑥) = ൬
𝑥 − 1

𝑥
൰

ଶ

, 𝑥 < 0 

 

Β2. Agof-1={xAf-1/f-1(x)Ag}= 

= ቊ𝑥 ∈ (−∞, 0)/ ൬
𝑥 − 1

𝑥
൰

ଶ

≥ 0ቋ = (−∞, 0) 
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Για x<0:  

(𝑔𝑜𝑓ିଵ)(𝑥) = 𝑔൫𝑓ିଵ(𝑥)൯ = ඨ൬
𝑥 − 1

𝑥
൰

ଶ

= 

= ฬ
𝑥 − 1

𝑥
ฬ

𝑥 < 0
=

𝑥 − 1

𝑥
 ά𝜌𝛼 ℎ(𝑥) =

𝑥 − 1

𝑥
, 𝑥 < 0 

 

Β3. ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΕΣ ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ 

lim
௫→଴ష

ℎ(𝑥) = lim
௫→଴ష

𝑥 − 1

𝑥

ቀ
𝑎

0
ቁ

= = +∞ 

Άρα x=0 ΚΑΤ. ΑΣ. τηςCh. 

ΟΡΙΖΟΝΤΙΕΣ – ΠΛΑΓΙΕΣ ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ 

lim
௫→ିஶ

ℎ(𝑥)

𝑥
= lim

௫→ିஶ

𝑥 − 1

𝑥ଶ
= lim

௫→ିஶ

1

𝑥
= 0 

lim
௫→ିஶ

ℎ(𝑥) = lim
௫→ିஶ

𝑥 − 1

𝑥
= 1 

Άρα y=1 ΟΡ.ΑΣ. της Ch στο -∞. 

 

Β4. Θέτουμε u= - h(x) 

Αν x0- τότε u-∞  (Β3). 

Τότε  

lim
௫→଴ష

𝑒ି௛(௫) = lim
௨→ିஶ

𝑒௨ = 0 

Για κάθε x κοντά στο 0: 

ฬ𝑒ି௛(௫) ⋅ 𝜂𝜇
1

𝑥
ฬ ≤ ห𝑒ି௛(௫)ห ⟺ −𝑒ି௛(௫) ≤ 𝑒ି௛(௫) ⋅ 𝜂𝜇

1

𝑥
≤ 𝑒ି௛(௫) 

lim
௫→଴ష

൫−𝑒ି௛(௫)൯ = lim
௫→଴ష

  𝑒ି௛(௫) = 0 

Από κ.π. 

lim
௫→଴ష

൬𝑒ି௛(௫) ⋅ 𝜂𝜇
1

𝑥
൰ = 0 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  

 

 

 

 

 

  

Φέρνουμε το ύψος ΟΚ του ισοσκελούς τριγώνου 
𝛥

𝛢𝛰𝛤 που είναι συγχρόνως και 

διάμεσος του. 
𝛬

𝛣𝛢𝛤 =
ఏ

ଶ
 ως εγγεγραμμένη που βαίνει στο ίδιο τόξο με την επίκεντρη 

𝛬
𝛣𝛰𝛤 = 𝜃  

𝜎𝜐𝜈
𝜃

2
=

𝛢𝛫

𝛢𝛰
=

𝛢𝛫

1
= 𝛢𝛫 

𝛢𝛤 = 2𝛢𝛫 = 2 ⋅ 𝜎𝜐𝜈
𝜃

2
 

Επίσης 𝛣𝛤෢ = 𝜃 

Άρα  

𝑡(𝜃) =
𝛢𝛤

𝑉ଵ
+

𝛣𝛤

𝑉ଶ
=

𝛢𝛤

2
+

𝛣𝛤

4
= 𝜎𝜐𝜈

𝜃

2
+

𝜃

4
, 𝜃 ∈ [0, 𝜋] 

Γ2.  Η συνάρτηση t(θ) είναι παραγωγίσιμη στο [0, π] με 𝑡ᇱ(𝜃) =
ଵ

ସ
−

ଵ

ଶ
𝜂𝜇

ఏ

ଶ
 

𝑡ᇱ(𝜃) = 0 ⟺ 𝜂𝜇
𝜃

2
=

1

2

𝜃

2
∈ ቂ0,

𝜋

2
ቃ

⟺

𝜃

2
=

𝜋

6
⟺ 𝜃 =

𝜋

3
 

Ο πίνακας μεταβολών για την συνάρτηση t(θ) είναι ο εξής: 

 

Α θ/2 

Γ 

Κ 

θ 
Β 

Ο 
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Η συνάρτηση t(θ) παρουσιάζει μέγιστο για θ=π/3. 

 

Γ3. Η συνάρτηση t παρουσιάζει τ.ε για θ=0 με τιμή t(0)=1 και τ.ε για θ=π με τιμή 
t(π)=π/4. Όμως π/4<1 άρα η t παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για θ=π. 

Τελικά ο χρόνος μετάβασης από το Α στο Β είναι ο ελάχιστος δυνατός στην επιλογή 
ΙΙΙ. 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.  

lim
௫→ାஶ

ቀඥ𝑥ଶ − 𝛼𝑥 + 𝛼𝑥ቁ = lim
௫→ାஶ

ቈ𝑥 ቆට1 −
𝛼

𝑥
+ 𝛼ቇ቉ 

lim
௫→ାஶ

𝑥 = +∞, lim
௫→ାஶ

ቆට1 −
𝛼

𝑥
+ 𝛼ቇ = 1 + 𝑎 

● Αν 1+α>0α>-1 το όριο ισούται με +∞, άτοπο 

● Αν 1+α<0 α< -1 το όριο ισούται με -∞, άτοπο 

● αν 1+α=0α= -1 

Τότε: 

lim
௫→ାஶ

቎𝑥 ቌඨ1 +
1

𝑥
+ 1ቍ቏ = lim

௫→ାஶ

1

ට1 +
1
𝑥

+ 1

=
1

2
∈ 𝐼𝑅 

 

Δ2. Εξίσωση εφαπτομένης της Cf στο Α(x0, f(x0)): y-𝑒௫బ = 𝑒௫బ (x-x0) (I). Αφού 
διέρχεται από το Μ(-1, 0): -𝑒௫బ = 𝑒௫బ  (-1-x0)…x0=0. 

Για x0=0 η (Ι): y-e0=e0xy=x+1. 

Έστω g(x)=x+1 -x2-x=x+1x2+2x+1=0 x= -1. 

Άρα η Cg με την ευθεία y=x+1 έχουν ένα κοινό σημείο. 

Επίσης: g΄(x)= -2x-1, g΄(-1)=1=λε οπότε η y=x+1 εφάπτεται της Cg. 

 

Δ3. f ΄΄(x)=ex>0, xIR οπότε η f είναι κυρτή στο IR και επειδή η y=x+1είναι 
εφαπτομένη της Cf θα ισχύει 𝑓(𝑥) ≥ 𝑥 + 1 (𝐼𝐼). Η ισότητα ισχύει μόνο για x=0. 
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g΄΄ (x)= -2<0, xIR οπότε η g είναι κοίλη στο IR και επειδή η y=x+1 είναι εφαπτομένη 
της Cg θα ισχύει g(x)≤x+1. Η ισότητα ισχύει μόνο για x= -1. 

Επομένως f(x)≥x+1≥g(x). Τελικά f(x)>g(x). 

 

Δ4. Θεωρούμε την συνάρτηση  

h(x)= (x-κ-1)[f(x-1)-x]+(x-κ)[f(x)-g(x)]. 

● Η h είναι συνεχής στο [κ, κ+1] 

● h(κ)= -[f(κ-1)-κ]<0 διότι: 

Για x≠0: (ΙΙ) f(x)>x+1 

Για x=κ-1: f(κ-1)>κf(κ-1)-κ>0 κ≠1. 

●h(κ+1)=f(h)-g(κ)>0 από Δ3 

h(κ) h(κ+1)<0 

από Θ.Β η εξίσωση h(x)=0 

𝑓(𝑥 − 1) − 𝑥

𝑥 − 𝜅
+

𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)

𝑥 − 𝜅 − 1
= 0 

έχει 1 τουλάχιστον ρίζα στο (κ, κ+1). 
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