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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Θεωρία σχολικού βιβλίου σελίδα 99. 

Α2. α. Η πρόταση είναι ψευδής. 

       β. Η συνάρτηση f(x)=ቊ
𝑥   , 𝑥 ≤ 0
ଵ

௫
, 𝑥 > 0  

 είναι 1-1 αλλά δεν είναι γνησίως μονότονη. 

Α3. Θεωρία σχολικού βιβλίου σελίδα 116. 

Α4.  α) Λάθος 

 β) Λάθος 

 γ) Σωστό 

 δ) Σωστό 

 ε) Σωστό 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Η f είναι παραγωγίσημη στο R – {0} με f ΄(x)=ቀ𝑥 −
ସ

௫మቁ
ᇱ

= 1 +
଼

௫య
=

௫యା଼

௫య
 

 f ΄(x)=0x3+8=0x= -2. 

 Οι ρίζες και το πρόσημο της f ΄ φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

x          -   -2        0      +     

f ΄(x)      +          -          + 

f(x)  

  

        

f ΄(x)>0 για κάθε x(-, -2) άρα η f γν. αύξουσα στο (-, -2]. 

f ΄(x)<0 για κάθε x(-2, 0) άρα η f γν. φθίνουσα στο [-2, 0). 

f ΄(x)>0 για κάθε x(0, +) άρα η f γν. αύξουσα στο (0, +). 

Στο x= -2 η f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο το f(-2)= -3. 

 

-3 

Τ.Μ 
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Β2. Η f ΄ είναι παραγωγίσημη στο R - {0} με f ΄΄(x)=ቀ1 +
଼

௫యቁ
ᇱ

=
ିଶସ

௫ర
< 0 για κάθε 

x R - {0} οπότε η f είναι κοίλη στο (-, 0) και στο (0, +). 

Σημεία καμπής δεν υπάρχουν. 

 

Β3. Για x + ο τύπος της ασύμπτωτης είναι y=λx+β. 

 lim
௫→ାஶ

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

௫→ାஶ
൬1 −

4

𝑥ଷ
൰ = 1 = 𝜆 

 lim
௫→ାஶ

(𝑓(𝑥) − 𝜆𝑥) = lim
௫→ାஶ

൬𝑥 −
4

𝑥ଶ
− 𝑥൰ = lim

௫→ାஶ

−4

𝑥ଶ
= 0 = 𝛽 

Άρα η y=x είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cf στο +. 

Όμοια η y=x είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cf στο -. 

Επειδή lim
௫→଴

𝑓(𝑥) = lim
௫→଴

ቀ𝑥 −
ସ

௫మ
ቁ = −∞ (αφού lim

௫→଴

ସ

௫మ
= +∞) η ευθεία x=0 είναι 

κατακόρυφη ασύμπτωτη της f. 

 

B4. Ο πίνακας μεταβολών της f είναι: 

x          -   -2        0      +     

f ΄(x)      +          -          + 

f ΄΄(x)     -          -           - 

f(x)                                   + 

            -          -   - 

lim
௫→ିஶ

𝑓(𝑥) = −∞ και lim
௫→ାஶ

𝑓(𝑥) = +∞ 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η πλευρά του τετραγώνου είναι 
௫

ସ
 , x>0 οπότε εμβαδόν τετραγώνου Ε1=

௫మ

ଵ଺
. 

Το υπόλοιπο τμήμα του σύρματος είναι 8-x μέτρα, 8-x>0x<8. 

Το μήκος του κύκλου είναι L=2πρ οπότε 8-x=2πρρ=
଼ି௫

ଶగ
. 

Άρα το εμβαδόν του κύκλου είναι 

 Ε2=π⋅ρ2=π⋅ ቀ
଼ି௫

ଶగ
ቁ

ଶ
= π ⋅

଺ସିଵ଺௫ା௫మ

ସగమ
=

଺ସିଵ଺௫ା௫మ

ସగ
. 

Άρα Εολ=Ε1+Ε2=
(గାସ)௫మି଺ସ௫ାଶହ଺

ଵ଺గ
 

Οπότε Ε(x)=
(గାସ)௫మି଺ସ௫ାଶହ଺

ଵ଺గ
 , 0<x<8. 

 

Γ2. Ε΄(x)=
ଵ

ଵ଺గ
(2 ⋅ (𝜋 + 4)𝑥 − 64) 

Ε΄(x)=0x=
ଷଶ

గାସ
 

Οι ρίζες και το πρόσημο της Ε΄ φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

x              0               
ଷଶ

గାସ
             8 

Ε΄                      -                +   

Ε 

 

 

 

Άρα το άθροισμα των εμβαδών γίνεται ελάχιστο για x=
ଷଶ

గାସ
 m. 

Τότε η πλευρά του τετραγώνου είναι 
௫

ସ
=

଼

గାସ
 m. 

Ενώ η διάμετρος του κύκλου είναι δ=2ρ=
଼

గାସ
 m. 

Οπότε η πλευρά του τετραγώνου είναι ίση με τη διάμετρο του κύκλου. 

 

Γ3. Αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση Ε(x)=5 έχει μοναδική ρίζα στο (0,8). 

 Έστω Α1=(0, 
ଷଶ

గାସ
] 

16/π 4 

Ο.Ε 

16

𝜋 + 4
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Η Ε είναι γνησίως φθίνουσα στο Α1 οπότε Ε(Α1)=[ 
ଵ଺

గାସ
,

ଵ଺

గ
). 

Ο αριθμός 5 Ε(Α1) άρα η εξίσωση Ε(x)=5 έχει μοναδική ρίζα στο Α1. 

 Έστω Α2=[
ଷଶ

గାସ
, 8) 

Η Ε είναι γνησίως αύξουσα στο Α2 οπότε Ε(Α2)=[ 
ଵ଺

గାସ
, 4). 

Ο αριθμός 5 ∉ Ε(Α1) οπότε η εξίσωση Ε(x)=5 δεν έχει ρίζα στο Α2. Οπότε η εξίσωση 
Ε(x)=5 έχει μοναδική ρίζα στο (0, 8). 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Για κάθε xR έχουμε 

f ΄(x)=2ex-α-2x και f ΄΄(x)= 2ex-α-2=2(ex-α-1) 

f ΄΄(x)=02(ex-α-1)=0 ex-α=1x=α 

f ΄΄(x)>02(ex-α-1)>0 ex-α>1x>α 

f ΄΄(x)<02(ex-α-1)<0 ex-α<1x<α 

Το πρόσημο της f ΄΄, η κυρτότητα της f και το σημείο καμπής της Cf φαίνονται στον 
παρακάτω πίνακα: 

x            -             α               + 

f ΄΄(x)              -               + 

f(x)  

 

 

Επειδή η f΄΄ μηδενίζεται στο α και εκατέρωθεν αυτού αλλάζει πρόσημο το σημείο (α, 
2-α2) είναι σημείο καμπής της Cf. 

Άρα για κάθε α>1 η Cf  έχει ακριβώς ένα σημείο καμπής. 

 

Δ2. 

  lim
௫→ିஶ

𝑓ᇱ(𝑥) = lim
௫→ିஶ

(2 𝑒௫ିఈ − 2𝑥) = +∞ αφού lim
௫→ିஶ

𝑒௫ିఈ = 0 και 

 lim
௫→ିஶ

(−2𝑥) = + 

 lim
௫→ାஶ

𝑓ᇱ(𝑥) = lim
௫→ାஶ

ቂ2𝑥 ቀ
௘ೣషഀ

௫
− 1ቁቃ = +∞ αφού lim

௫→ାஶ
(2𝑥) = +∞ και 

2-α2 

Σ.Κ 
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lim
௫→ାஶ

𝑒௫ିఈ

𝑥

൬
+∞

+∞
൰

=
𝐷𝐿𝐻

lim
௫→ାஶ

(𝑒௫ିఈ)′

(𝑥)′
= lim

௫→ାஶ
𝑒௫ିఈ = +∞ 

 f΄(α)=2(1-α) 

Η f ΄ είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο Α1=(-, α]. 

Οπότε f ΄(A1)=[f ΄(α), lim
௫→ିஶ

𝑓′(𝑥))=[2(1-α), +) και αφού 0f ΄(A1) η εξίσωση f΄(x)=0 

έχει μοναδική ρίζα στο (-, α) δηλαδή υπάρχει μοναδικό x1(-, α) τέτοιο ώστε              
f ΄(x1)=0. 

Για x<x1 ισχύει ότι f ΄(x)>f ΄(x1)=0 

Για x1<x<α ισχύει f ΄(x)<f ΄(x1)=0 

Άρα στο x1 η f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο. 

Η f ΄ είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο Α2=[α, +). 

Οπότε f ́ (A2)= [f ́ (α), lim
௫→ାஶ

𝑓′(𝑥))=[2(1-α), +) και αφού 0f ́ (A2) η εξίσωση f΄(x)=0 

έχει μοναδική ρίζα στο (α, +) δηλαδή υπάρχει μοναδικό x2(α, +) τέτοιο ώστε              
f ΄(x2)=0. 

Για α<x<x2 ισχύει f ΄(x)<f ΄(x2)=0 

Για x>x2 ισχύει f ΄(x)>f ΄(x2)=0 

Άρα στο x2 η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο. 

 

Δ3. Η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  

Δ= (α, x2) τότε f(x)<f(α)=2-α2  

Έχουμε f(1)=2e1-α-1 

Αφού η f ΄ είναι γνησίως φθίνουσα στο (-, α] και α>1 τότε  

f ΄(α)<f ΄(1)2-2α<2e1-α-2 2 e1-α>4-2α2 e1-α-1>3-2αf(1)>3-2α 

Είναι 3-2α>2-α2α2-2α+1>0(α-1)2>0 που ισχύει α>1. 

Οπότε f(x)<f(α)<f(1), οπότε η εξίσωση f(x)=f(1) είναι αδύνατη στο (α, x2) 

 

Δ4. Για α=2 έχουμε f(x)=2ex-2-x2, xR. 

Έχουμε f ΄(x)= 2ex-2-2x, xR. 

Η εφαπτομένη της Cf στο σημείο (2, f(2)) έχει εξίσωση  

y-f(2)=f ΄(2) (x-2)y= -2x+2 
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Επειδή η f  είναι κυρτή στο [2, +) ισχύει f(x) -2x+2 για κάθε x[2, +) 

Για κάθε x[2, 3] έχουμε f(x) -2x+2f(x)√𝑥 − 2(-2x+2)√𝑥 − 2 με την ισότητα να 
ισχύει μόνο για x=2. 

Άρα ∫ 𝑓(𝑥)√𝑥 − 2𝑑𝑥 > ∫ (−2x + 2)√𝑥 − 2  𝑑𝑥
ଷ

ଶ

ଷ

ଶ
 

Θέτουμε √𝑥 − 2 = 𝑢, οπότε x=u2+2 και dx=2u du. 

Για x=2 είναι u=0  

Για x=3 είναι u=1 

Άρα ∫ (−2x + 2)√𝑥 − 2  𝑑𝑥
ଷ

ଶ
=∫ [−2(𝑢ଶ + 2) + 2]𝑢 ⋅ 2𝑢𝑑𝑢 =

ଵ

଴
 

=∫ (−4𝑢ସ − 4𝑢ଶ)𝑑𝑢 = ቂ−4
௨ఱ

ହ
− 4

௨య

ଷ
ቃ

଴

ଵ

= −
ସ

ହ
−

ସ

ଷ

ଵ

଴
= −

ଷଶ

ଵହ
 

Άρα ∫ 𝑓(𝑥)√𝑥 − 2𝑑𝑥 > −
ଷଶ

ଵହ

ଷ

ଶ
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