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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
ΘΕΜΑ Α 
Α1. Θεωρία 
 
Α2.  α. Ψ 
 β. Για να είναι το x0 θέση σημείου καμπής πρέπει επιπλέον να 
αλλάζει το πρόσημο της f΄΄ εκατέρωθεν του x0. 
 
Α3. δ 
 
Α4. α. Σωστό, β. Λάθος, γ. Σωστό, δ. Λάθος, ε. Λάθος. 
 
 
ΘΕΜΑ Β 
 
Β1. Από πυθαγόρειο θεώρημα στο ߄߃߀߂ 
ଶ߄߃ = ଶ߀߃ + ଶ߄߀ ⇒ ଶ߄߃ = ଶݔ + (2 − ଶ(ݔ ⇒ ଶ߄߃ = ଶݔ2 − ݔ4 + 4 ⇒ 
⇒ ܼܧ = ඥ2ݔଶ − ݔ4 + 4, 0 ≤ ݔ ≤ 2 
 
Β2. (ΕΖΗΘ)=ΕΖ2=2x2-4x+4 
Άρα f(x)=2x2-4x+4, 0x2 
 
Β3. f΄(x)=4x-4, 0x2 
f΄(x)=0x=1 
x  0                           1                   2 
 
f΄(x)                        -                   + 
 
f(x)             
 
       TM                      TE                    TM 
Το εμβαδόν γίνεται μέγιστο για x=0 ή x=2 με τιμή f(0) =4, και ελάχιστο 
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για x=1 με τιμή f(1)=2. 
 
Β4. Για x0[0, 2] ισχύει: 
ݔ  0 ⇔ ݁௫బ  ݁ ⇔ ݁௫బ  1 ⇔ 4݁௫బ  4 ⇔ 4݁௫బ + 1  5. 
Όμως 2f(x0)4 για κάθε x[0, 2]. 
Άρα δεν υπάρχει x0[0, 2] ώστε το εμβαδόν f(x0) του ΕΖΗΘ να ‘ναι ίσο 
με 4݁௫బ + 1. 
 
ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. Η f είναι συνεχής στο [0, 3] και δεν ικανοποιεί τις υποθέσεις του 
Θ.Ε.Τ. άρα f(0)=f(3)=2. 
න|݂′(ݔ)|݀ݔ = 8 ⇔ −න݂ᇱ(ݔ)݀ݔ + න݂ᇱ(ݔ)݀ݔ = 8 ⇔

ଷ

ଶ

ଶ



ଷ


 

−ሾ݂(ݔ)ሿଶ + ሾ݂(ݔ)ሿଶଷ = 8 ⇔ −݂(2) + ݂(0) + ݂(3) − ݂(2) = 8 
⇔ ݂(2) = −2 
lim௫→ଵ

(ݔ)݂
ݔ݈݊

൬00൰= lim௫→ଵ
(ݔ)′݂
′(ݔ݈݊) = lim௫→ଵ

(ݔ)′݂
ݔ1

= lim௫→ଵ݂ݔᇱ(ݔ)
݂ᇱ߯ߝߥ߭ߪή߫= ݂ᇱ(1) = −3 

lim௫→
ݔ

(ݔ)݂ − 2 = lim௫→శ
ݔ

(ݔ)݂ − 2
൬00൰= lim௫→శ

′(ݔ)
(ݔ)′݂ = lim௫→శ

1
(ݔ)′݂ = −∞ 

Γιατί f΄(x)<0 για κάθε x(0, 1). 
 

Γ2.  
x  0                          2                   3 
 
f΄(x)                        -                   4 
 
f(x)             
 
       TM                      TE                    TM 
 
Η f είναι        στο [0, 2],        στο [2, 3] και παρουσιάζει Τ.Μ. για x=0 και 
x=3, Τ.Ε. για x=2. 
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x  0                          1                     3 
 
f΄(x)                                            
 
f(x)             
 
                                       Σ.Κ   
Η f είναι κοίλη στο [0, 1], κυρτή στο [1, 3] και παρουσιάζει Σ.Κ. για x=1. 
                    
Γ3.  
 Η f συνεχής στο [2, 3] ως παραγωγίσιμη 
 f(2) ⋅ f(3) <0. Από θ. Bolzano υπάρχει 1 τουλάχ. 
x0(2, 3) ώστε f(x0)=0 και επειδή η f είναι      στο [2, 3] θα ‘ναι μοναδικό 
Αν x(2, x0), f(x)<0 τότε  

lim௫→௫బష
1

(ݔ)݂ = −∞ 
Αν x(x0, 3), f(x)>0 οπότε 

lim௫→௫బశ
1

(ݔ)݂ = +∞ 
lim௫→௫బష

1
(ݔ)݂ ≠ lim௫→௫బశ

1
 (ݔ)݂

οπότε δεν ορίζεται το lim௫→௫బ
ଵ

(௫). 
 
Γ4.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y 

2 
1 
0 1 2 3 x 

-1 
-2 
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ΘΕΜΑ Δ 
Δ1. Η f είναι συνεχής στο (0, 2] ως πολυωνυμική  
lim௫→శ (ݔ)݂ = lim௫→శ(ݔଷ − ଶݔ3 + 2) = 2 = ݂(0). 

Άρα η f είναι συνεχής στο [0, 2]. 
Η f είναι παραγωγίσιμη στο (0,2) ως πολυωνυμική. 
Άρα η f ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.T. στο [0, 2]. 
 
Δ2. 
 lim௫→ష (ݔ)݂ = lim௫→ష ቀ− ఎఓ௫

௫ + ቁߙ = ߙ − 1 
lim௫→శ (ݔ)݂ = lim௫→శ(ݔଷ − ଶݔ3 + 2) = 2 = ݂(0) 

Τότε α-1=2α=3. 
 
Δ3. Για xቀ− గ

ଶ , 0ቁ: ݂ᇱ(ݔ) = ቀ− ఎఓ௫
௫ + 3ቁᇱ = ఎఓ௫ି௫⋅ఙజఔ

௫మ  
Θεωρούμε: g(x)=ημx-x⋅συνx, xቂ− గ

ଶ , 0ቃ 
g΄(x)=(ημx-x⋅συνx)΄=xημx>0 στο ቀ− గ

ଶ , 0ቁ και επειδή η g συνεχής στο 
ቂ− గ

ଶ , 0ቃ θα ΄ναι         σ’ αυτό. 
ߨ−
2 ≤ ݔ < 0 ↗ሳሰ݃(ݔ) < ݃(0) ⇔ (ݔ)݃ < 0 ⇔ ݂ᇱ(ݔ) < 0 

Για x(0, +): f΄(x)=3x2-6x=3x(x-2)=0x=2 
Αν f΄(x)>0x>2 
Αν f΄(x)<0x<2 
Οπότε:  
x  -π/2           0             2                + 
 
f΄(x)             -              -                + 
 
f(x)             
 
 
H f είναι        στο ቂ− గ

ଶ , 2ቃ,         στο [2, +). 
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Δ4.  
න݂(ݔ)݀ݔ = න ݔ݀(ݔ) + න(ݔଷ − ଶݔ3 + ݔ݀(2 =

ଶ





ିగଶ



ିగଶ
 

= න݂(ݔ)݀ݔ + ቈݔସ4 − ଷݔ + ݔ2


ଶ
= න݂(ݔ)݀ݔ + 0 =



ିగଶ



ିగଶ
න݂(ݔ)݀ݔ


ିగଶ
 

ߨ−
2 ≤ ݔ ≤ 0 ↘⇔݂ ቀ−ߨ

2ቁ  (ݔ)݂  ݂(0) ⇔ −2
ߨ + 3  (ݔ)݂  2 

Τότε:  
2 න݀ݔ < න݂(ݔ)݀ݔ < න൬−2

ߨ + 3൰݀ݔ ⇔ ߨ < න݂(ݔ)݀ݔ


ିగଶ



ିగଶ



ିగଶ



ିగଶ

ߨ3
2 − 1 

 
Δ5.  

0 < ݔ < 1 ⇔ 0  ߨ−
2 ݔ  ߨ−

2 ⇔ ߨ−
2 < ߨ−

2 ݔ < 0 
0 < ݔ < 1 ⇔ 0  ݔ−  −1 ⇔ ݁  ݁ି௫  ݁ିଵ ⇔ 

1  ݁ି௫  1
݁ ⇔ ߨ−

2 < ߨ−
2 ݁ି௫ < − ߨ

2݁ 
Άρα 

ߨ−
2 < ߨ−

2 ݁ି௫ < 0 
Συνεπώς  

ߨ−
2 ,ݔ −

ߨ
2 ݁ି௫ ∈ ቀ−ߨ

2 , 0ቁ 
Η f είναι        στο ቀ− గ

ଶ , 0ቁ άρα και ΄΄1-1΄΄. 
Τότε: 

݂ ቀ−ߨ
2 ቁݔ = ݂ ቀ−ߨ

2 ݁ି௫ቁ ⇔ ߨ−
2 ݔ = ߨ−

2 ݁ି௫ ⇔ ݔ = ݁ି௫ ⇔ 
⇔ ݁ି௫ − ݔ = 0 

Θεωρούμε h(x)=e-x-x, x[0, 1] 
h΄(x)= -(e-x+1)<0 άρα η h είναι       στο [0, 1]. Η h είναι συνεχής στο [0, 
1] ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων.  
h(0)=1>0, h(1)=ଵ − 1 < 0. Από θ. Bolzano η h(x)=0 έχει μία 
τουλάχιστον ρίζα στο (0, 1) και επειδή η h είναι       η παραπάνω ρίζα 
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είναι μοναδική. 
 
ΤΙΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΕΠΙΜΕΛΗΘΗΚΕ Ο ΤΟΜΕΑΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΤΩΝ 
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