
Μ Α Θ Η Μ Α Τ Ι Κ Α  

Θ Ε Τ Ι Κ Η Σ  Κ Α Ι  Τ Ε Χ Ν Ο Λ Ο Γ Ι Κ Η Σ  Κ Α Τ Ε Υ Θ Υ Ν Σ Η Σ  

 

ΘΕΜΑ 1ο 

Α. Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ ' ένα διάστηµα ∆ και χ0 ένα εσωτερικό σηµείο 

του ∆. Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο χ0 και είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο 

αυτό, να αποδείξετε ότι f’ (χ0)=0 

Μονάδες 10 

Β. Πότε µια συνάρτηση f λέµε ότι είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο X0 του πεδίου 

ορισµού της; 

Μονάδες 5 

 

 

Γ .  Να  χαρακτηρίσετε  τις  προτάσεις  που  ακολουθούν  γράφοντας στο τετράδιο σας τη 

λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

α .  Η  διανυσµατική  ακτίνα  του  αθροίσµατος  δυο  µ ιγαδικών  αριθµών  είναι  το  

άθροισµα  των  διανυσµατικών ακτινών τους. 

Μονάδες 2 

β.      , αν και µόνο αν  
0
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x x
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Μονάδες 2 

γ. Αν οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες στο X0, τότε η συνάρτηση f.g είναι 

παραγωγίσιµη στο Χ0 και ισχύει: (f . g)'(xo) = f’(χ0) g'(x0) 

Μονάδες 2 
 
 
δ. Έστω µια συνάρτηση f, η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆. Αν f’(x)>0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο χ 
του ∆, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το ∆. 

Μονάδες 2 
ε. Έστω f µια συνεχής συνάρτηση σ' ένα διάστηµα [α, β]. Αν G είναι µια παράγουσα της f στο [α, β], τότε 
β

f(t)dt=G(β)-G(a)
α
∫  

Μονάδες 2 

ΘΕΜΑ 2° 
∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο   f(x)=x2 lnx . 
α. Να βρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f, να µελετήσετε την µονοτονία της και να βρείτε τα 
ακρότατα. 

Μονάδες 10 
β. Να µελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σηµεία καµπής. 

Μονάδες 8 
γ.     Να βρείτε το σύνολο τιµών της f. 

Μονάδες 7 
 



ΘΕΜΑ 3ο 

∆ίνεται η συνάρτηση g(x)=exf(x), όπου f  συνάρτηση παραγωγίσιµη στο R και 3f(0)=f 0
2
 

= 
 

. 

α.   Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ένα   τουλάχιστο 30,
2

ξ ∈
 


 τέτοιο ώστε f’(ξ) = - f(ξ).   

 
       Μονάδες 8 

β.    Εάν f(x)=2x2-3x, να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα  
0

a
I(a)= ( ) ,  a Rg x dx ∈∫

Μονάδες 8 
 

γ.   Να βρείτε το όριο       
a -
lim I(a)
→ ∞

 
Μονάδες 9 

ΘΕΜΑ 4ο 

3x

1

1g(x)= z ( ) 3 ( 1) 0,f t dt z x
z

− + − ≥∫

Έστω η συνεχής συνάρτηση f: R→R  τέτοια ώστε f(1)=1. Αν για κάθε x∈ℜ, ισχύει 

όπου z=α + βi∈C, µε  α, β∈ℜ* ,  τότε: 
α.   Να  αποδείξετε ότι η  συνάρτηση  g είναι παραγωγίσιµη στο R και να βρείτε τη g'. 

Μονάδες 5 

β.    Να αποδείξετε ότι 1z z
z

= +  

 
Μονάδες 8 

γ.   Με δεδοµένη τη σχέση του ερωτήµατος β να αποδείξετε ότι  
R∈ (z2)= - 1/2. 

Μονάδες 6 
δ.   Αν επιπλέον f(2)=a>0, f(3)=β   και α>β, να αποδείξετε ότι 

υπάρχει x0 ∈ (2,3) τέτοιο ώστε f(x0)=0. 
Μονάδες 6 

 
 



Α Π Α Ν Τ Η Σ Ε Ι Σ  
ΘΕΜΑ  1ο  
Α .  Σχολικό  βιβλίο  σελ .  260,261 
 
Β .  Σχολικό  βιβλίο  σελ .  213 
 
Γ .  α→Σ  β→Σ   γ→Λ   δ→Λ   ε→Σ  
 
ΘΕΜΑ  2ο  
α .  Η  f  έχει  πεδίο  ορισµού  Α=(0,+∞)  και  είναι  παραγωγίσιµη  στο  Α  µε :   

x>0 1
f'(x) 0 2 ln 1 0x x e≥ ⇔ + ≥ ⇔ ≥  

f’ (x)=x(2lnx+1) 

Το  πρόσηµο  της  f’ ,  η  µονοτονία  και  τα  ακρότατα  της  f  φαίνονται  στον  
παρακάτω  πίνακα .   
 

x 0   1
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    +∞  

 
f’ (x)  -     °   + 
 
f(x)    min 
 
 

H f  είναι  γνησίως  φθίνουσα  στο  10,
e


  

  και  γνησίως  αύξουσα  στο  1 ,+
e

 ∞ 
 

Στο  
1

x= e  παρουσιάζει  ολικό  ελάχιστο  το  
11f =- 2ee

 
 
 

 

 

3-
2 1

f''(x) 0 x e x e e≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥  

β .  f’’(x)=2lnx+3 

Το  πρόσηµο  της  f’’ ,  η  κυρτότητα  και  τα  σηµεία  καµπής  φαίνονται  στον  
παρακάτω  πίνακα .   
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Η  f  είναι  κοίλη  στο  10,
e e


  

  και  κυρτή  στο  )1
,+e e ∞  

Το  σηµείο  καµπής  είναι  το  1 3Σ ,- 3e e 2e

 
  
 

 



γ .  ( ) ( ) 2
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= +∞ ∞

 

 

1 1
1 1Αν x A 0,  τοτε f(A ) ,0

2ee e
   
∈ = = − 

  
 

2 2
1 1Αν x A ,  τοτε f(A ) ,

2ee e
   
∈ = +∞ = − +∞ 

  
 

1 2
1Αρα f(A)=f(A ) f(A ) ,
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∪ = − + 
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ΘΕΜΑ  3ο  
α .  Η  f  ως  παραγωγίσιµη  στο  R είναι  και  συνεχής  στο  R.  Η  g είναι  συνεχής  
στο  [0,3/2] ως  γινόµενο  συνεχών  συναρτήσεων .  Η  g παραγωγίσιµη  στο  
(0,3/2) ως  γινόµενο  παραγωγίσιµων  συναρτήσεων  µε   
g’(x)=ex .  f(x)+ex .  f’ (x) 

3
23 3g f

2 2
e

   
= ⋅ =   

   
0  

g(0)=f(0)=0 

Άρα  g(0)=g(3/2).  Από  Θ .  Rolle υπάρχει  τουλάχιστον  ένα  ξ∈(0,3/2) τέτοιο  
ώστε :   
g’(ξ)=0⇔  e ξ  (f(ξ)+f’(ξ))  = 0 ⇔  f’(ξ)= - f(ξ) .   
 

β .  Αν  α=0 τότε   
0

a
I(a)= g(x)dx=0∫

( )
0 xx 2= e 2 3 e (4 3)
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x x x dx − −   = ( )
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0 0

x 2 x 2
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ΘΕΜΑ  4ο  

α .  

3x

1

1= z f(t)dt-3z+ (x 1),  x R
z

− ∈∫g(x)  

 

Η  f  είναι  συνεχής  στο  R οπότε   είναι  παραγωγίσιµη  στο  R.  Άρα  

1

f(t)dt
x

∫
3x

1
f(t)dt∫  είναι  παραγωγίσιµη  στο  R ως  σύνθεση  παραγωγίσιµων  

συναρτήσεων .  Άρα  η  g  είναι  παραγωγίσιµη  στο  R ως  άθροισµα  

παραγωγίσιµων  συναρτήσεων  µε  ( ) 23 1g'(x)= z f x 3 3x z
z

− +  

 
β .  Επειδή  g(1)=0 είναι  g(x)≥g(1) για  κάθε  x∈ℜ .  Άρα  η  g παρουσιάζει  
ελάχιστο  στο  x0=1.   

Σύµφωνα  µε  το  Θ .  Fermat g’(1)=0⇔  1 13 z f(1)-3 z+ 0
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δ .  z2  = (α+β)2  = α2  – β2  + 2αβ  
Re(z2)=a2 – β2  = -  1/2 .  Άρα  (α+β)(α-β)  = -  1/2<0 και  αφού  α  –  β>0 τότε  
α+β<0 δηλαδή  β< -  α<0. Η  f  συνεχής  [2,3] 
f(2)=a>0 f(2)×f(3)<0f(3)=β<0





 

Από  Θ .  Bolzano υπάρχει  x0∈(2,3) τέτοιο  ώστε  f(x0)=0.  
 
 
 
 
 
 


