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ΘΕΜΑ 1
o
 

A.1 Έστω µια συνάρτηση f, η οποία είναι ορισµένη σε ένα 
κλειστό διάστηµα [α, β]. Αν   

• η f είναι συνεχής στο [α, β] και   

• f(α) ≠ f(β)   

 
δείξτε ότι για κάθε αριθµό η  µεταξύ των f(α) και f(β) 
υπάρχει ένας, τουλάχιστον x

0
 ∈ (α, β) τέτοιος, ώστε  

f(x
0
) = η .  

Μονάδες 9  

Α.2 Πότε η ευθεία y = λx + β  λέγεται ασύµπτωτη της 
γραφικής παράστασης µιας συνάρτησης f στο +∞;  

Μονάδες 4  

B. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, 
γράφοντας στο τετράδιό σας τη λέξη Σωστό ή Λάθος 
δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.   
α. Αν η f είναι συνεχής στο [α, β] µε f(α) < 0 και υπάρχει 

ξ ∈ (α, β) ώστε f(ξ) = 0, τότε κατ’ ανάγκη f(β) > 0.  
Μονάδες 2  

β. Αν υπάρχει το , τότε  κατ’ ανάγκη 

υπάρχουν τα    και  .  

( g(x)f(x)lim
0xx

+
→

f(x)
0x

lim
0xx→

)

lim
x→

g(x)

Μονάδες 2  
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γ. Αν η f έχει αντίστροφη συνάρτηση f
–1

 και η γραφική 
παράσταση της f έχει κοινό σηµείο Α µε την ευθεία 
y = x, τότε το σηµείο Α ανήκει και στη γραφική 

παράσταση της f
–1

 
.  

Μονάδες 2  

δ. Αν  και f(x) > 0 κοντά στο x0f(x)lim
0xx

=
→ 0

, τότε 

+∞=
f(x)
1

→
lim

0xx
  .   

Μονάδες 2  

ε. Αν η f είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα 
∆ και α είναι ένα σηµείο του ∆, τότε 
ισχύει ( ) )()(')( afxfdttfx

a
−=∫  για κάθε x ∈ ∆.  

Μονάδες 2  

στ. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ 
και δε µηδενίζεται σ’ αυτό, τότε αυτή ή είναι θετική 
για κάθε x ∈ ∆ ή είναι αρνητική για  κάθε  x ∈ ∆, 
δηλαδή διατηρεί πρόσηµο στο διάστηµα ∆.  

Μονάδες 2  

ΘΕΜΑ 2
ο
 

∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί z
1
, z

2
, z

3
  µε |z

1
|=|z

2
|=|z

3
|= 3.  

α.  ∆είξτε ότι:  .  
Μονάδες 7  

β. ∆είξτε ότι ο αριθµός  είναι πραγµατικός .  
Μονάδες 9  
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γ. ∆είξτε ότι: |z
1 
+ z

2 
+ z

3
|=  |z

1 
· z

2 
+ z

2
 · z

3 
+ z

3
 · z

1
|.  
Μονάδες 9  

  

ΘΕΜΑ 3
ο
 

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = e
λx

,     λ > 0.  

α. ∆είξτε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα .   

Μονάδες 3  

β. ∆είξτε ότι η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής 
παράστασης της f, η οποία διέρχεται από την αρχή των 
αξόνων, είναι η  y = λex.   

Βρείτε τις συντεταγµένες του σηµείου επαφής Μ.   

Μονάδες 7  

γ. ∆είξτε ότι το εµβαδόν Ε(λ) του χωρίου, το οποίο 
περικλείεται µεταξύ της γραφικής παράστασης της f, της 
εφαπτοµένης της στο σηµείο Μ και του άξονα y΄y, είναι 

Ε(λ) =   .  

Μονάδες 8  

δ. Υπολογίστε το  .  

Μονάδες 7  

  

ΘΕΜΑ 4
ο
 

Έστω µια συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο IR τέτοια, ώστε να 

ισχύει η σχέση  2 f΄(x) = e
x – f(x)

  για κάθε x � IR και  f(0) = 0.   
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α. Να δειχθεί ότι:  .  

Μονάδες 6  

β. Nα βρεθεί το:  .  
Μονάδες 6  

  
γ. ∆ίδονται οι συναρτήσεις:  

 h(x) =  και g(x) =  .   

∆είξτε ότι h(x) = g(x) για κάθε x ∈ IR .  

Μονάδες 7  
  

δ. ∆είξτε ότι η εξίσωση   έχει ακριβώς 
µία λύση στο (0 , 1).  

Μονάδες 6  
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ 1ο  
 
Α.1. Σχολικό βιβλίο σελ.: 194 (Θεώρηµα Ενδιάµεσων Τιµών) 
 
Α.2. Σχολικό βιβλίο σελ.:280 Ορισµός: Η ευθεία y=λx+β λέγεται 
ασύµπτωτης της γραφικής παράστασης της f στο +∞, αν 

[F(x)-(λx+β)]=0. 
+∞→x

lim

 
Β. α) Λάθος 
 β) Λάθος 
 γ) Σωστό 
 δ) Σωστό 
 ε) Λάθος 
 στ) Σωστό 
 
ΘΕΜΑ 2ο  
α) 

1
111

2
11 z

9z9zz9z3z =⇔=⋅⇔=⇔=  

β) Έστω 
1

2

2

1

z
z

z
zω += . 

ω
z
z

z
z

z
9
z
9

z
9
z
9

z
z

z
z

z
z

z
zω

2

1

1

2

1

2

2

1

1

2

2

1

1

2

2

1 =+=+=+=







+= . 

Άρα: ω-ω=0 ⇔2i Im(ω)=0 ⇔ Im(ω)=0 οπότε: ω∈ℜ 
 
γ)  =++=++=++ 321321321 zzzzzzzzz  

=
++

⋅=++=
321

323121

321
9999

zzz
zzzzzz

zzz
 

=
⋅⋅

++
=

⋅⋅
++

⋅=
333

99 323121

321

323121 zzzzzz
zzz
zzzzzz  
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3231213
1 zzzzzz ++=  

 
ΘΕΜΑ 3ο  
α. Η f είναι παραγωγίσιµη στο R µε , λ>0 λxλe(x)f =′

Επειδή  για κάθε  η f είναι γνησίως αύξουσα στο R. 0(x)f >′ Rx ∈
 
β. Η εξίσωση της εφαπτοµένης ε της C σε ένα σηµείο της 

είναι : 
f

))f(x,M(x 00

 ε : . ⇔−′=− )x)(x(xf)f(xy 000 )x(xλeey 0
λxλx 00 −=−

Η ε διέρχεται από την αρχή των αξόνων Ο(0,0) αν και µόνο αν  

λ
1x)x(0λee0 00

λxλx 00 =⇔−=−  

Άρα το σηµείο επαφής είναι : ),( eM
λ
1  και η εφαπτοµένη έχει 

εξίσωση  exy λ=

γ.  για κάθε . ( ) 02 >=
′

=′′ xx eexf λλ λλ)( Rx∈
Άρα η f είναι κυρτή στο R και η C  είναι πάνω από την 
εφαπτοµένη ε σε κάθε σηµείο της 

f

 (µε εξαίρεση το σηµείο επαφής). 

Όποτε : για κάθε exxf λ≥)( 



∈

λ
10,x  

( ) =−=Ε ∫λ λλ
1

0
dxexxf )()( ∫∫ − λλ λ λ

1

0

1

0
xdxedxe x [ ]

λ
λ

λ

λ
λλ

2
2

2
1

1

0

21

0
−

=







−=

exee x  

 

δ. =
+
Ε

∝+→ ηµλ
λλ

λ 2

2 )(lim =
+

−
∝+→ )(

)(lim
ηµλ

λ
λ 22

2e

λ
ηµλ

λ
λ

+

−
∝+→ 2

1
2

2 lime  

Για κάθε λ>0 έχουµε : 
λλ

ηµλ
λ

ηµλ 1
≤=  οπότε : 

λλ
ηµλ

λ
11

≤≤−  
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Επειδή ,lim 01
=

∝+→ λλ
01

=





−

∝+→ λλ
lim  από κριτήριο παρεµβολής θα 

έχουµε : 0=
∝+→ λ

ηµλ
λ
lim . 

Έχουµε 0002
=+=






 +

∝+→ λ
ηµλ

λλ
lim  και επειδή 02

>
+

λ
ηµλ  για κάθε 

λ>0 οπότε ∝+=
+

∝+→

λ
ηµλ

λ
λ 2

1lim  και αφού 0
2

2
>

−e  τότε : 

∝+=
+
Ε

∝+→ ηµλ
λλ

λ 2

2 )(lim . 

 
 
 
ΘΕΜΑ 4ο  
 
α. Για κάθε έχουµε  Rx ∈

⇔)(x=′ −)( fxexf2 ⇔=′
)()( xf

x

e
exf2 ⇔=⋅′ xxf eexf

2
1)()(  

 

( )
′







=

′ xxf ee
2
1)(  οπότε Rccexxf ∈+= ,)(

2
1e  για x=0 : 

2
1

2
1 00 =⇔+= ccee  

Άρα 
2

1+
=

x
xf ee )(  οπότε Rxexf

x

∈






 +
= ,ln)(

2
1  

β. Θέτουµε : x-t=u, dt=-du 
για t=0,u  x=1

για t=x,  0u 2 =

Άρα  −=−∫
x dttxf

0
)( =∫

0

x
duuf )( ∫

x duuf
0

)(

Η f είναι συνεχής στο R οπότε η Φ είναι παραγωγίσηµη 
στο R µε   οπότε και συνεχής. 

∫=
x

0
du)u(f)x(

)()( xfx =Φ′
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Επειδή η Φ είναι συνεχής στο x0=0 τότε  
 ∫ ==Φ=Φ

→

0

00
00 duufx

x
)()()(lim

( ) 00
0

==
→

ηµηµx
x
lim  

Έχουµε : =
−∫

→ x
dttxfx

x ηµ
0

0

)(
lim

( )
=′

Φ′
=

Φ
→→ x

x
x
x

xx ηµηµ
)(lim)(lim

0

0
0

0
0

0
0

0
==

→ συνσυν
)()(lim f

x
xf

x
 

 
γ. h(x)=  =∫−

x

x
dttft )(2005 +∫−

0 2005
x

dttft )( =∫
x dttft

0
2005 )(

=−  +∫
−x dttft
0

2005 )( Rxdttftx ∈∫ ,)(
0

2005

 
=′ )x(h

− x 2005

( ) ( ) =⋅+′−⋅−⋅−− )()( xfxxxfx 20052005

=⋅+−⋅ )()( xfxxf 2005 −= ()( fxfx 2005 ( ) =− )x

=














 +
−







 +
2

1
2

1 xx ee lnln⋅2005x =
+
+

⋅ −x

x

e
ex

1
12005 ln  

=x2005⋅lnex=x2006, x∈ℜ 

g’(x)= =







'2007

2007
x  , x∈ℜ 2006X

Άρα: h’(x)=g’(x) για κάθε x∈ℜ 
οπότε: h(x)=g(x)+C, C∈ℜ  
για x=0: h(0)=g(0)+C ⇔C=0 
Άρα: h(x)=g(x) για κάθε x∈ℜ 
 
 

δ. 020072008
2008

1
20072008

1 2007
2007

2005 =−⋅⇔=⇔=⋅∫
−

xxdttFt
x

x
)(  

Θεωρούµε τη συνάρτηση: H(x)=2008⋅x2007-2007, x∈[0,1] 
• H συνεχής στο [0,1] 
• Η(0)=-2007 
• Η(1)=1 Άρα: Η(0)⋅Η(1)<0. Από Θεώρηµα Bolzano η 
εξίσωση έχει µια τουλάχιστον λύση στο (0,1). 
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Επειδή Η’(x)=2008⋅2007⋅x2006>0 στο (0,1) η Η είναι γνησίως 
αύξουσα στο [0,1]. 
Άρα η εξίσωση Η(x)=0 έχει ακριβώς µια λύση στο (0,1). 
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