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ÈÏÂÁÌ¤Ó·  ı¤Ì·Ù·  ÁÈ·  ÙÔ˘˜  ˘Ô„‹ÊÈÔ˘˜  Ì·ıËÙ¤˜ ÙË˜
£ÂÙÈÎ‹˜ Î·È ∆Â¯ÓÔÏÔÁÈÎ‹˜ ∫·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙË˜ °� Ù¿ÍË˜ ∂ÓÈ·›Ô˘

§˘ÎÂ›Ô˘.

£¤Ì· 1Ô:

ŒÛÙˆ

Î·È Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÒÛÙÂ:

Î·È f(1)=-e.

i) ¡· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ f, g

ii) ¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÔÈ ÁÚ·ÊÈ¤˜ ÙÔ˘˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Ù¤ÌÓÔÓÙ·È
ÛÂ ¤Ó· ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÛËÌÂ›Ô, ÌÂ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË 

i) ∏ f Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ¿Ú· Î·È Û˘ÓÂ¯‹˜, Û˘ÓÂÒ˜ Ë 

Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË. ∞fi (1) ¤¯Ô˘ÌÂ:

∂ÂÈ‰‹ f(1)=-e Ë (3) Á›ÓÂÙ·È -e=c ¿Ú· f(x)=lnx-e

∏ (2) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

ii) ŒÛÙˆ Ê(x)=f(x)-g(x), ÔfiÙÂ Ê(x)=lnx+xlnx-x-e, 

∏ Ê Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ ¿Ú· Î·È Û˘ÓÂ¯‹˜.

Ê(1)=-1-e<0, Ê(e2)=e2-e+2=e(e-1)+2>0.

¢ËÏ·‰‹ Ê(1).Ê(e2)<0, ¿Ú· ̆ ¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ 

¿Ú· ÔÈ Cf, Cg Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ÛÂ 

¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÛËÌÂ›Ô.

¿Ú· Ë Ê Â›Ó·È

ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ Û˘ÓÂÒ˜ Ë ÂÍ›ÛˆÛË 

Ê(x)=0, ¿Ú· Î·È Ë f(x)=g(x) ¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË. ¢ËÏ·‰‹ ÔÈ
Cf, Cg Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ÛÂ ¤Ó· ÌfiÓÔ ÛËÌÂ›Ô.

£¤Ì· 2Ô:

ŒÛÙˆ F ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ (0, +∞) ÌÂ

·. ¡· ‚ÚÂıÂ› Ô Ù‡Ô˜ ÙË˜ F.

‚. ¢Â›ÍÙÂ fiÙÈ Ë CF ¤¯ÂÈ ·ÎÚÈ‚Ò˜ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÙÔ

ÔÔ›Ô Î·È Ó· ‚ÚÂıÂ›.

·. °È· Î¿ıÂ x∈ (0, +∞) ¤¯Ô˘ÌÂ:

∂ÔÌ¤Óˆ˜:

‚. °È· Î¿ıÂ x∈ (0, +∞) ¤¯Ô˘ÌÂ:

∆Ô ÚfiÛËÌÔ ÙË˜ F’’ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î·.

™ÙÔ xÔ=3  Ë F ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ Î·Ì‹ Î·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(3, 9πn3-8)

Â›Ó·È ÙÔ ™.∫. ÙË˜ CF.
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[1, +∞)

ŸÌˆ˜ Ê'(x)= 1
x  + lnx >0 ÁÈ· Î¿ıÂ x≥1,

Í∈ (1, e2) : Ê(Í)=0 ‹ f(Í)=g(Í)

[1, +∞)

x≥1

x≥1

g(x)=-1- lnt dt=-1-xlnx+x+1
1

x

 ‹ g(x)=-xlnx+x

f'(x)dx= 1
x dt ‹ f(x)=lnx+c (3)

( f(t) dt
1

x

)' = (x⋅ [f(x)-1])' ‹ f(x)=f(x)-1+x⋅ f'(x) ‹

x⋅ f'(x)=1 ‹ f'(x) = 1
x ÔfiÙÂ

f(t) dt
1

x

Í∈ (1, e2).

f(t) dt=x⋅ [f(x)-1] (1)
1

x

, g(x)=-1- [f(t)+e] dt (2)
1

x

,

[1, +∞)

f:[1, +∞)→R Î·È g:[1, +∞)→R ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌÂ˜ ÛÙÔ
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∞¶∞¡∆∏™∏ ™∆√ 1√ £∂ª∞

F’(x)= x - 3 2

x  ÁÈ· Î¿ıÂ x ∈ (0, +∞) Î·È F(1)=0.

∞¶∞¡∆∏™∏ ™∆√ 2√ £∂ª∞

F'(x)= x2- 6x+9
x          ‹

 
 
 
F'(x)=x - 6 + 9

x             ‹
 
 
 
F'(x)= x2

2
 - 6x + 9Inx

'

 
 
 
ÕÚ· F(x)= 1

2
 x2- 6x + 9Inx + C, C∈ �

 
 
 
AÊÔ‡ F(1)=0  ÙfiÙÂ  C= 11

2

F(x)= 1
2

 x2 - 6x + 9Inx + 11
2

 , x∈ (0, +∞).

F''(x)= x - 6 + 9
x

'
 = 1 - 9

x2
 = x - 3 x + 3

x2
 .
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∂
ÈÏÂÁÌ¤Ó·  ı¤Ì·Ù·  ÁÈ·  ÙÔ˘˜  ˘Ô„‹ÊÈÔ˘˜  Ì·ıËÙ¤˜ ÙË˜
£ÂÙÈÎ‹˜ Î·È ∆Â¯ÓÔÏÔÁÈÎ‹˜ ∫·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙË˜ °� Ù¿ÍË˜ ∂ÓÈ·›Ô˘

§˘ÎÂ›Ô˘.

> 1Ô £¤Ì·: ŒÛÙˆ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ‰˘Ô ÊÔÚ¤˜

·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ � ÌÂ f’’(x)>0 ÁÈ· Î¿ıÂ x∈ � Î·È  

f(x)=f(2-x). ¡· ÌÂÏÂÙËıÂ› Ë f ̂ ˜ ÚÔ˜ ÙË ÌÔÓÔÙÔÓ›·.

°È· Î¿ıÂ x∈ � ¤¯Ô˘ÌÂ :

f’(x) = [f(2-x)]’  ‹

f’(x) = f’(2-x).(2-x)’  ‹

f’(x) =- f’(2-x)

°È· x=1 ·›ÚÓÔ˘ÌÂ:

f’(1) = - f’(1) ⇔ f’(1) = 0.

∂ÂÈ‰‹ f’’(x)>0 ÁÈ· Î¿ıÂ x∈ � ÙfiÙÂ Ë f’ Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜

·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ � Î·È ¿Ú· Ë x=1 Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ú›˙· ÙË˜

ÂÍ›ÛˆÛË˜ f’(x)=0

ñ °È· x<1 ¤¯Ô˘ÌÂ  f’(x)< f’(1) ‰ËÏ·‰‹ f’(x)<0 Î·È ·ÊÔ‡ Ë f

Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ (- ∞,1] ÙfiÙÂ Ë f Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û·

ÛÙÔ (- ∞,1]

ñ °È· x>1 ¤¯Ô˘ÌÂ  f’(x)> f’(1) ‰ËÏ·‰‹ f’(x)>0 Î·È ·ÊÔ‡ Ë f

Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ [1,+∞) ÙfiÙÂ Ë f Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û·

ÛÙÔ [1,+∞)

> 2Ô £¤Ì·: ¢›ÓÔÓÙ·È ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ F, g ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜

ÛÙÔ � ÌÂ F(x)=x2+2Îx+3Ï Î·È g(x)⋅[g(x)-4]-e2x=

∞Ó  Ë CF ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· Ó· ÌÂÏÂÙËıÂ› Ë g ˆ˜
ÚÔ˜ ÙËÓ Î˘ÚÙfiÙËÙ·.

∞ÊÔ‡ Ë CF ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x’x ÙfiÙÂ F(x)>0
ÁÈ· Î¿ıÂ x ∈ R ‰ËÏ·‰‹:

x2+2Îx+3Ï > 0 ÁÈ· Î¿ıÂ x∈ � .

¶Ú¤ÂÈ   ¢ < 0   ‰ËÏ·‰‹   4Î2 - 12Ï < 0    ‹    Î2 - 3Ï < 0       (2)

∞fi  (1)  ÁÈ· Î¿ıÂ  x∈ � ¤¯Ô˘ÌÂ:

[g(x)]2-4g(x)-e2x=[g(x)]2-4g(x)+4-2g(x)+

∏ g Â›Ó·È ‰˘Ô ÊÔÚ¤˜ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ R ÌÂ:

∆Ô ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ 3x2+2Îx+Ï ¤¯ÂÈ ¢1=4Î2-12Ï <0 ÏfiÁˆ (2) Î·È
¿Ú· 3Îx2+2Îx+Ï >0 ÁÈ· Î¿ıÂ x∈ R.
∞ÊÔ‡ g’’(x) > 0   ÁÈ· Î¿ıÂ x∈ R, ÙfiÙÂ Ë g ÛÙÚ¤ÊÂÈ Ù· ÎÔ›Ï·
ÙË˜ ÚÔ˜ Ù· ¿Óˆ ÛÙÔ R.

> 3Ô £¤Ì·:¢›ÓÂÙ·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË  x6+(1-x)6=         Î ·È Ï≠-2    

°È· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ Ï Ë ÂÍ›ÛˆÛË ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ú›˙Â˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜;

∏ F Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ Î·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ R ÌÂ 
F’(x)=6x5-6(1-x)5

Œ¯Ô˘ÌÂ F’(x)=0 ⇔ 6x5-6(1-x)5=0 ⇔ x5=(1-x)5 ⇔ x=1-x ⇔
x=1/2
∆Ô ÚfiÛËÌÔ ÙË˜ F’, Ë ÌÔÓÔÙÔÓ›· Î·È Ù· ·ÎÚfiÙ·Ù· ÙË˜ F
Ê·›ÓÔÓÙ·È ÛÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î·.

- F’(0)=-6<0 ÔfiÙÂ F’(x)<0 ÁÈ·  Î¿ıÂ x<1/2

- F’ (1)=6>0 ÔfiÙÂ F’(x)>0 ÁÈ· Î¿ıÂ x>1/2

T· ı¤Ì·Ù· ÂÈÌÂÏ‹ıËÎ·Ó Ù· ÊÚÔÓÙÈÛÙ‹ÚÈ·

« O M O K E N T P O »« O M O K E N T P O »
A .  º § ø P O ¶ O Y § O Y

°È· Ó· ÌËÓ ¤¯ÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË F(x)=0 Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜ Ú›˙Â

Ú¤ÂÈ Ï-30
32(Ï+2)

>0 ⇔

⇔ (Ï+2)(Ï-30)>0 ⇔ 

⇔Ï<-2 ‹ Ï>30

H F ÁÈ· x=1
2

·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÙÔ

 F 1
2

= 1
32

 - 1
Ï+2

Î·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ Â›Ó·È ÙÔ

 F(R)=[ Ï-30
32(Ï+2)

, +∞)

ŒÛÙˆ F(x)=x6+ 1-x 6- 1
Ï+2

, x ∈ R

1
Ï+2

 ÌÂ Ï ∈ �

g'(x)=e2x+1
2

x3+1
2

Îx2+1
2

Ïx, x ∈ R

Î·È g''(x)=2e2x+3
2

x2+Îx+1
2

Ï, x∈ R

      = 2e2x+1
2

(3x2+2Îx+Ï)

2g(x)=e2x+1
4

x4+1
3

Îx3+1
2

Ïx2+4 ‹

g(x)=1
2

e2x+1
8

x4+1
6

Îx3+1
4

Ïx2+2
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= g(x)-2 2– 2g(x)+ x4

4
 + Îx3

3
 + Ïx2

2
     (1)

∞¶∞¡∆∏™∏ ™∆√ 2√ £∂ª∞

x4

4
 + Îx3

3
 + Ïx2

2
 ‹

∞¶∞¡∆∏™∏ ™∆√ 3√ £∂ª∞

x           – ∞ 1/2 +∞
F’(x)             —  Ô +

F(x)

Min

+ ∞+ ∞
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