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ªÈ· ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹ Î·ÙËÁÔÚ›· Û˘Ó‰˘·ÛÙÈÎÒÓ
·ÛÎ‹ÛÂˆÓ Â›Ó·È ·˘Ù¤˜ Ô˘ ·ÊÔÚÔ‡Ó ÙËÓ
·Ï‹ ·ÚÌÔÓÈÎ‹ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË (∞∞∆) Î·Ù¿ ÙËÓ
‰È¿ÚÎÂÈ· ÙË˜ ÔÔ›·˜ ¤¯Ô˘ÌÂ ÎÚÔ‡ÛË.

™Ù· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ·˘Ù¿ Ì·˜ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÂÈ Ë
ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ Ô˘ Î¿ÓÂÈ
∞∞∆ ÚÈÓ Î·È ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÎÚÔ‡ÛË. 
¢È·ÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÈÔ Î¿Ùˆ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜,
·Ó¿ÏÔÁ· ÌÂ ÙÔ Â›‰Ô˜ ÙË˜ ÎÚÔ‡ÛË˜ (ÂÏ·ÛÙÈÎ‹,
·ÓÂÏ·ÛÙÈÎ‹ ‹ Ï·ÛÙÈÎ‹) Î·È ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË
ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· ÙÔ˘ ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘.

- ŸÙ·Ó Ô ¿ÍÔÓ·˜ ÙÔ˘ ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘ Â›Ó·È
ÔÚÈ˙fiÓÙÈÔ˜, ÛÂ Î¿ıÂ ÎÚÔ‡ÛË Ë ı¤ÛË
ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ‰ÂÓ ·ÏÏ¿˙ÂÈ ÚÈÓ Î·È ÌÂÙ¿ ÙËÓ
ÎÚÔ‡ÛË.
- ŸÙ·Ó Ô ¿ÍÔÓ·˜ ÙÔ˘ ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘ Â›Ó·È
Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊÔ˜ ‹ Ï¿ÁÈÔ˜ (ÛÂ ÎÂÎÏÈÌ¤ÓÔ
Â›Â‰Ô), Ë ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ·ÏÏ¿˙ÂÈ fiÙ·Ó
ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È Ë Ì¿˙· ÙÔ˘ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹ .¯.
ÛÙËÓ Ï·ÛÙÈÎ‹ ÎÚÔ‡ÛË.

∆· ‚‹Ì·Ù· Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡ÌÂ ÁÈ· Ó·
ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· Úfi‚ÏËÌ· ÛÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯Ô˘ÌÂ
ÎÚÔ‡ÛË Â›Ó·È:

µ‹Ì· 1: ÀÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ Ù·¯‡ÙËÙÂ˜ ÙˆÓ
ÛˆÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Ï›ÁÔ ÚÈÓ ÙËÓ
ÎÚÔ‡ÛË ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ £ª∫∂ ‹ ∞¢ª∂ (·Ó
‰›ÓÔÓÙ·È ÔÈ ÌÂÙ·ÙÔ›ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÛˆÌ¿ÙˆÓ) ‹
∞¢∂∆ (·Ó ÙÔ ÛÒÌ· Â›Ó·È ·Ïfi˜ ·ÚÌÔÓÈÎfi˜
Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹˜) ‹ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜ (·Ó
‰›ÓÔÓÙ·È ÔÈ ̄ ÚfiÓÔÈ Î›ÓËÛË˜ ÙˆÓ ÛˆÌ¿ÙˆÓ).
µ‹Ì· 2: ÀÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ Ù·¯‡ÙËÙÂ˜ ÙˆÓ
ÛˆÌ¿ÙˆÓ ·Ì¤Ûˆ˜ ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÎÚÔ‡ÛË,
ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙËÓ ·Ú¯‹ ‰È·Ù‹ÚËÛË˜ ÙË˜
ÔÚÌ‹˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·Ó Ë ÎÚÔ‡ÛË Â›Ó·È
·ÓÂÏ·ÛÙÈÎ‹ (‹ Ï·ÛÙÈÎ‹).
∞Ó Ë ÎÚÔ‡ÛË Â›Ó·È ÌÂÙˆÈÎ‹ ÂÏ·ÛÙÈÎ‹ ÙfiÙÂ ÔÈ
Ù·¯‡ÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ÛˆÌ¿ÙˆÓ ·Ì¤Ûˆ˜ ÌÂÙ¿ ÙËÓ
ÎÚÔ‡ÛË ‰›ÓÔÓÙ·È ·fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜:

fiÔ˘,  ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜ ¤¯Ô˘Ó ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› ÁÈ·
ıÂÙÈÎ‹ ÊÔÚ¿ ÙˆÓ Ù·¯˘Ù‹ÙˆÓ u1 Î·È u2 ÚÈÓ
ÙËÓ ÎÚÔ‡ÛË.

µ‹Ì· 3: ŸÙ·Ó ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÏÏ¿˙ÂÈ ı¤ÛË
ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÎÚÔ‡ÛË ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ
ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ÙË˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜ ı¤ÛË˜
ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ˆ˜ Ú˜ ÙË Ó¤· ı¤ÛË
ÈÛÔÚÚÔ›·˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÂÚÁ·˙fiÌÂÓÔÈ ˆ˜
ÂÍ‹˜:
∂Ê·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜

ÙfiÛÔ ÛÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ ı¤ÛË fiÛÔ Î·È ÛÙËÓ ÙÂÏÈÎ‹
ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ Î·È ·fi ÙÈ˜
Û¯¤ÛÂÈ˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙËÓ
·fiÛÙ·ÛË ·Ú¯ÈÎ‹˜ - Ó¤·˜ ı¤ÛË˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜.
µ‹Ì· 4: °È· Ù· ÛÒÌ·Ù· (‹ ÙÔ ÛÒÌ·) Ô˘
ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÌÂÙ¿ ·fi ÙËÓ ÎÚÔ‡ÛË
ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ:
- ·Ú¯‹ ‰È·Ù‹ÚËÛË˜ ÙË˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ ÙË˜
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ (∞¢∂∆) (·Ó ÙÔ ÛÒÌ· Â›Ó·È ·Ïfi˜

·ÚÌÔÓÈÎfi˜ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹˜) ·fi ÙË ı¤ÛË
ÎÚÔ‡ÛË˜ ¤ˆ˜ ÙËÓ ·ÎÚ·›· ı¤ÛË, ·ÊÔ‡
Ï¿‚Ô˘ÌÂ ̆ fi„Ë Ì·˜ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ̂ ˜ ÚÔ˜
ÙË Ó¤· ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜ (·Ó ·ÏÏ¿˙ÂÈ Ë ı¤ÛË
ÈÛÔÚÚÔ›·˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜) ¤¯ÂÈ ÙfiÛÔ
‰˘Ó·ÌÈÎ‹ fiÛÔ Î·È ÎÈÓËÙÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·.

¶ÚÔÛÔ¯‹!!! fiÙ·Ó Ë ÎÚÔ‡ÛË Â›Ó·È ÂÏ·ÛÙÈÎ‹
ÙfiÙÂ ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÎÚÔ‡ÛË ‰ÂÓ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È Ë
ÂÚ›Ô‰Ô˜ ÙÔ˘ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹, ÂÓÒ fiÙ·Ó Â›Ó·È
Ï·ÛÙÈÎ‹ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È Ë Ì¿˙· ÙÔ˘
Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹ ¿Ú· Î·È Ë ÂÚ›Ô‰Ô˜ ÙÔ˘ ·ÊÔ‡
·˘Ù‹ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

- £ª∫∂ ‹ ∞¢ª∂ (·Ó ‰›ÓÔÓÙ·È ‹ ˙ËÙÔ‡ÓÙ·È ÔÈ
ÌÂÙ·ÙÔ›ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÛˆÌ¿ÙˆÓ).
- ∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜ (·Ó ‰›ÓÔÓÙ·È ‹ ̇ ËÙÔ‡ÓÙ·È
ÔÈ ̄ ÚfiÓÔÈ Î›ÓËÛË˜ ÙˆÓ ÛˆÌ¿ÙˆÓ).

π‰È·›ÙÂÚË ÚÔÛÔ¯‹ Ú¤ÂÈ Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÛÙÈ˜
·Ú·Î¿Ùˆ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜:

1. ∞Ó ÙÔ ÛÒÌ· Ô˘ Ù·Ï·ÓÙÒÓÂÙ·È ÚÈÓ ‹
ÌÂÙ¿ ·fi ÙËÓ ÎÚÔ‡ÛË Â›Ó·È ·Ïfi˜
·ÚÌÔÓÈÎfi˜ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹˜ (‰ËÏ·‰‹ ¤Ó· ÛÒÌ·
Ì¿˙·˜ m ÚÔÛ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔ ÛÙÔ ¤Ó· ¿ÎÚÔ
ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘ ÛÙ·ıÂÚ¿˜ k, ÙÔ ¿ÏÏÔ ¿ÎÚÔ ÙÔ˘
ÔÔ›Ô˘ Â›Ó·È ·ÎÏfiÓËÙ· ÛÙÂÚÂˆÌ¤ÓÔ Î·È
ÎÈÓÂ›Ù·È ̄ ˆÚ›˜ ÙÚÈ‚¤˜) ÙfiÙÂ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ
·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ·
ÙÔ˘ ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘ ÙÔ ÛÒÌ· ÂÎÙÂÏÂ› ∞.∞.∆. ÌÂ
ÛÙ·ıÂÚ¿ D=k=m ̂ 2= ÛÙ·ı. Î·È ÂÚ›Ô‰Ô 

2. ∞Ó ‰›ÓÂÙ·È Ë ·Ú¯ÈÎ‹ ·Ú·ÌfiÚÊˆÛË ÙÔ˘
ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘ ¢π0 (·fiÛÙ·ÛË ÙË˜ £π∆ ·fi ÙË
£ºª) ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ
Î˘ÎÏÈÎ‹ Û˘¯ÓfiÙËÙ· ̂  (¿Ú· Î·È ÙËÓ ÂÚ›Ô‰Ô ∆)
ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ Â›Ó·È:

3. ∏ £ºª Î·È Ë £π∆ Û˘Ì›ÙÔ˘Ó ÌfiÓÔ fiÙ·Ó
Ô  ¿ÍÔÓ·˜ ÙÔ˘ ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘ Â›Ó·È ÔÚÈ˙fiÓÙÈÔ˜
Î·È ÛÂ ÌÈ· Î·Ì›· ¿ÏÏË ÂÚ›ÙˆÛË.
ÕÚ· Ë ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜

‰ÂÓ Ù·˘Ù›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙË ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·
·Ú·ÌfiÚÊˆÛË˜ ÙÔ˘ ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘, ÛÂ Û¯¤ÛË
ÌÂ ÙÔ Ê˘ÛÈÎfi ÙÔ˘ Ì‹ÎÔ˜, ·Ú¿ ÌfiÓÔ ·Ó Ô
¿ÍÔÓ·˜ ÙÔ˘ ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘ Â›Ó·È ÔÚÈ˙fiÓÙÈÔ˜.
4. ∆Ô ‰È¿ÛÙËÌ· S Ô˘ ‰È·Ó‡ÂÈ Ô Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹˜
ÛÂ ÌÈ· ÂÚ›Ô‰Ô (‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó Î¿ÓÂÈ Ì›·
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË), ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:
S=4 A. ∏ ·fiÛÙ·ÛË d Ô˘ ‰È·Ó‡ÂÈ Ô
Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹˜ ÛÂ Î¿ÔÈÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· ¢t,
ÙÔ ÔÔ›Ô Â›Ó·È ·Î¤Ú·ÈÔ ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ ÙË˜
ÂÚÈfi‰Ô˘, ̆ ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ̂ ˜ ÂÍ‹˜:

5. ŸÙ·Ó ¤Ó· ÛÒÌ· ·ÔÌ·ÎÚ‡ÓÂÙ·È ·fi ÙË
ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÙÔ˘ Î·Ù¿ x Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·
·Ê‹ÓÂÙ·È ÂÏÂ‡ıÂÚÔ (u=0), ÒÛÙÂ Ó·
ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ ∞.∞.∆., ÙfiÙÂ Ë ı¤ÛË ·fi ÙËÓ ÔÔ›·
·Ê‹ÓÂÙ·È Â›Ó·È ·ÎÚ·›· ı¤ÛË ÁÈ· ÙËÓ
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ¿Ú· ÙÔ x Â›Ó·È Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· Î·È
ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ∞ ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ‰ËÏ. x=∞.
6. ŸÙ·Ó ¤Ó· ÛÒÌ· ·ÔÌ·ÎÚ‡ÓÂÙ·È ·fi ÙË

ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÙÔ˘ Î·Ù¿ x Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·
‚¿ÏÏÂÙ·È ·fi ÙË ı¤ÛË ·˘Ù‹ ÌÂ Ù·¯‡ÙËÙ· u,
ÒÛÙÂ Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ ∞.∞.∆., ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ∞ ÙË˜
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ÌÂ ∞¢∂∆ ·fi ÙË
ı¤ÛË ·˘Ù‹ ̂ ˜ ÙËÓ ·ÎÚ·›· ı¤ÛË.
7. ŸÙ·Ó ÙÔ ÛÒÌ· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙË ı¤ÛË
ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÙÔ˘ Î·È ·ÔÎÙ¿ Ù·¯‡ÙËÙ· u, ÒÛÙÂ
Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ ∞.∞.∆., ÙfiÙÂ ÙÔ u Â›Ó·È
Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· Î·È Ë Ì¤ÁÈÛÙË Ù·¯‡ÙËÙ· ÙË˜
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ‰ËÏ. u=umax=ˆ ∞.
8. ŸÙ·Ó Û’ ¤Ó· ÛÒÌ· ÚÔÛÊ¤ÚÔ˘ÌÂ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·
W=E, ÒÛÙÂ Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ ∞.∞.∆., Ë ÔÏÈÎ‹
ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ∂Ù·Ï Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ
ÙËÓ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· Ô˘ ÚÔÛÊ¤Ú·ÌÂ ÂÛÙÔ
Û‡ÛÙËÌ·. ¢ËÏ.: 

∂Ù·Ï=W=

9. ∞Ó ̇ ËÙÂ›Ù·È Ë ÙÈÌ‹ ÂÓfi˜ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ ÙË˜ ∞.∞.∆.
ÌÈ· ÔÚÈÛÌ¤ÓË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t1 ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ
ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙÔ˘ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ ÛÂ
Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ ÙÔ ¯ÚfiÓÔ Î·È
·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜ ÙËÓ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t1 Ô˘
Ì·˜ ‰›ÓÂÙ·È ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘
ÌÂÁ¤ıÔ˘˜.
10. ∞Ó ˙ËÙÂ›Ù·È Ë ÙÈÌ‹ ÂÓfi˜ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ ∞.∞.∆.
Î·È ‰ÂÓ ‰›ÓÂÙ·È Ë ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹, ı·
ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ¿ÓÙ· ∞¢∂∆.
11. ŸÙ·Ó ˙ËÙÂ›Ù·È Ë ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t1 ÛÙËÓ
ÔÔ›· Ë ·ÔÌ¿ÎÚ˘ÓÛË (‹ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ‹ Ë
ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË) ¤¯ÂÈ ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÙÈÌ‹(.¯. x=x1),
ÙfiÙÂ ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ̂ ˜ ÂÍ‹˜:
- ÀÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ Ê¿ÛË Ê0, ·Ó
˘¿Ú¯ÂÈ.
- °Ú¿ÊÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ·ÔÌ¿ÎÚ˘ÓÛË˜
x (‹ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ‹ ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜) Î·È
·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÛÙË ı¤ÛË ÙÔ˘ x ÙÔ x1 Î·È ÛÙË
ı¤ÛË ÙÔ˘ t ÙÔ t1. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ˆ˜
ÚÔ˜ ÙÔ ËÌ›ÙÔÓÔ.
12. ŸÙ·Ó ˙ËÙÂ›Ù·È ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· ¢t
Ô˘ ̄ ÚÂÈ¿˙ÂÙ·È ¤Ó· Ù·Ï·ÓÙÔ‡ÌÂÓÔ ÛÒÌ· ÁÈ·
Ó· ÎÈÓËıÂ› ·fi ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô µ(x=x1) ÙË˜
ÙÚÔ¯È¿˜ ÙÔ˘ ÛÂ ¤Ó· ¿ÏÏÔ ÛËÌÂ›Ô °(x=x2),
ÙfiÙÂ ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ t1
Î·È t2 Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· µ Î·È °
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ∆Ô ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· Ô˘
¯ÚÂÈ¿˙ÂÙ·È ÙÔ Ù·Ï·ÓÙÔ‡ÌÂÓÔ ÛÒÌ· ÁÈ· Ó·
ÌÂÙ·‚Â› ·fi ÙË ı¤ÛË µ ÛÙËÓ ı¤ÛË ° Â›Ó·È:

¢t=t2-t1. 
¶ÚÔÛÔ¯‹ ∞Ó Ë ·Ú¯ÈÎ‹ Î·È Ë ÙÂÏÈÎ‹ ı¤ÛË
Â›Ó·È Ë £π∆ ‹ ·ÎÚ·›Â˜ ı¤ÛÂÈ˜, ÙfiÙÂ Ô ¯ÚfiÓÔ˜
ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ ·fi ÙË ÌÈ· ı¤ÛË ÛÙËÓ ¿ÏÏË Â›Ó·È
·Î¤Ú·ÈÔ ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ ÙÔ˘ ∆/4.
∏ª∂§§√™ ª. - ¶√£∏∆∞∫∏™ µ.

1
2

D A 2

d
4A

=¢t
T

→d=¢t
T

 4A

m ˆ2¢I0=m g→ˆ= g
¢I0

™F=0→FÂÏ=m g→ k ¢I0=m g→

T=2 m
k

.

T=2 m
D

(™F=0),

V2= 2m1
m1+m2

u1+ m2-m1
m1+m2

u2

V1= 2m2
m1+m2

u2+ m1-m2
m1+m2

u1 Î·È

º˘ÛÈÎ‹ ∫·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜
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°È· Ù· ÙÚ¤¯ÔÓÙ· ÌË¯·ÓÈÎ¿ Î‡Ì·Ù· Ú¤ÂÈ Ó·
¤¯Ô˘ÌÂ  ̆ fi„ÈÓ Ì·˜ Ù· ÂÍ‹˜:

1. À¿Ú¯ÂÈ ‰È·ÊÔÚ¿ ÌÂÙ·Í‡ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜
‰È¿‰ÔÛË˜ ÂÓfi˜ Î‡Ì·ÙÔ˜ Î·È ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÌÂ
ÙËÓ ÔÔ›· Ù·Ï·ÓÙÒÓÔÓÙ·È Ù· ÛˆÌ·Ù›‰È· ÙÔ˘
Ì¤ÛÔ˘ fiÔ˘ ‰È·‰›‰ÂÙ·È ÙÔ Î‡Ì·.
∏ Ù·¯‡ÙËÙ· ‰È¿‰ÔÛË˜ ÙÔ˘ Î‡Ì·ÙÔ˜, fiÙ·Ó ÙÔ
Ì¤ÛÔ Â›Ó·È ÔÌÔÁÂÓ¤˜ Î·È ÈÛfiÙÚÔÔ, Â›Ó·È
ÛÙ·ıÂÚ‹ Î·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË ·fi ÙÔ ¯ÚfiÓÔ, ÂÓÒ Ë
Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· Ù·Ï·ÓÙÒÓÔÓÙ·È Ù·
ÛˆÌ·Ù›‰È· ÙÔ˘ Ì¤ÛÔ˘ Â›Ó·È ·ÚÌÔÓÈÎ‹
Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ ̄ ÚfiÓÔ˘: 

2. ∏ Û˘¯ÓfiÙËÙ· ÂÓfi˜ ·ÚÌÔÓÈÎÔ‡  Î‡Ì·ÙÔ˜
Î·ıÔÚ›˙ÂÙ·È ·ÔÎÏÂÈÛÙÈÎ¿ ·fi ÙËÓ ËÁ‹ ÙÔ˘
Î‡Ì·ÙÔ˜ Î·È Î·Ù¿ ÙËÓ ‰È¿‰ÔÛË ÙÔ˘ Î‡Ì·ÙÔ˜
·Ú·Ì¤ÓÂÈ ÛÙ·ıÂÚ‹ Î·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË ·fi ÙËÓ
Ù·¯‡ÙËÙ· ‰È¿‰ÔÛË˜, Ë ÔÔ›· Î·ıÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi
ÙÔ Ì¤ÛÔ Ô˘ ‰È·‰›‰ÂÙ·È ÙÔ Î‡Ì·.

- ŸÙ·Ó ÏÔÈfiÓ, ¤Ó· Î‡Ì· ÌÂÙ·‚·›ÓÂÈ ·fi ¤Ó·
Ì¤ÛÔ ∞ (fiÔ˘ ¤¯ÂÈ Ù·¯‡ÙË· uA) ÛÂ ¤Ó·
‰È·ÊÔÚÂÙÈÎfi Ì¤ÛÔ µ (fiÔ˘ ¤¯ÂÈ Ù·¯‡ÙËÙ· uB),
ÙfiÙÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ Î‡Ì·ÙÔ˜ ÙÔ˘ Î‡Ì·ÙÔ˜ ı· Â›Ó·È
·Ó¿ÏÔÁÔ ÌÂ ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· ‰È¿‰ÔÛË˜.

- ŸÙ·Ó ¤Ó· Î‡Ì· ‰È·‰›‰ÂÙ·È ÛÙÔ ›‰ÈÔ Ì¤ÛÔ Ë
Ù·¯‡ÙËÙ· ‰È¿‰ÔÛË˜ u ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ÛÙ·ıÂÚ‹
ÔfiÙÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ Î‡Ì·ÙÔ˜ ÙÔ˘ Î‡Ì·ÙÔ˜ ı· Â›Ó·È
·ÓÙÈÛÙÚfiÊˆ˜ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÌÂ ÙËÓ Û˘¯ÓfiÙËÙ·.

3. °È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t™ Ô˘ ÙÔ
Î‡Ì· ÊÙ¿ÓÂÈ Û’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ™ ÙÔ˘ ÂÏ·ÛÙÈÎÔ‡
Ì¤ÛÔ˘, ÌË‰ÂÓ›˙Ô˘ÌÂ ÙË Ê¿ÛË ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜
ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘, ‰ËÏ·‰‹:

4. ‘√Ù·Ó ˙ËÙÂ›Ù·È Ë ·ÔÌ¿ÎÚ˘ÓÛË ‹ Ë Ù·¯‡ÙËÙ·
‹ Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙË˜ ∞∞∆ ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ ™ ÙÔ˘
ÂÏ·ÛÙÈÎÔ‡ Ì¤ÛÔ˘ ÌÈ· ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t1,
‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙË Ê¿ÛË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ
¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ ·fi ÙË Û¯¤ÛË :

- ∞Ó Ê™ < 0 ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ·Ú¯›ÛÂÈ ÙËÓ
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÙÔ˘, ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È ·Î›ÓËÙÔ, ¿Ú·
„=0, u=0, ·=0.

- ∞Ó Ê™ 0 ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ı· Ù·Ï·ÓÙÒÓÂÙ·È, ÔfiÙÂ

˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·ÔÌ¿ÎÚ˘ÓÛË, ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ·
Î·È ÙËÓ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛ‹ ÙÔ˘ ·fi ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜
ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜.

5. ŸÙ·Ó ˙ËÙÂ›Ù·È Ë ÙÈÌ‹ ÂÓfi˜ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ ÙË˜ ∞∞∆
ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ ™ ÙÔ˘ ÂÏ·ÛÙÈÎÔ‡ Ì¤ÛÔ˘ Î·È ‰ÂÓ
‰›ÓÂÙ·È Ë ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹, ı· ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ
∞¢∂∆.

6. ∆Ô Î‡Ì· ‰È·‰›‰ÂÙ·È ¿ÓÙ· ·fi Ù· ÛËÌÂ›· ÌÂ
ÙË ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË Ê¿ÛË ÚÔ˜ Ù· ÛËÌÂ›· ÌÂ ÙË
ÌÈÎÚfiÙÂÚË Ê¿ÛË.

7. ∏ ‰È·ÊÔÚ¿ Ê¿ÛË˜ ÙˆÓ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ ‰‡Ô
ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘ ÂÏ·ÛÙÈÎÔ‡ Ì¤ÛÔ˘ ÙËÓ ›‰È· ¯ÚÔÓÈÎ‹
ÛÙÈÁÌ‹ Â›Ó·È:

8. ∏ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙË˜ Ê¿ÛË˜ ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÂÓfi˜
ÛËÌÂ›Ô˘ ÙÔ˘ Ì¤ÛÔ˘ ‰‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ̄ ÚÔÓÈÎ¤˜
ÛÙÈÁÌ¤˜ t1 Î·È t2 Â›Ó·È:

9. ∆Ô ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÙË˜ Ê¿ÛË˜ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘
ÂÏ·ÛÙÈÎÔ‡ Ì¤ÛÔ˘ ÛÙÔ ÔÔ›Ô ‰È·‰›‰ÂÙ·È ¤Ó·
·ÚÌÔÓÈÎfi Î‡Ì· ÛÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË
x ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·Ó·ÊÔÚ¿˜ ÌÈ· ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹
t1 = ÛÙ·ı. Â›Ó·È:

10. ∆Ô ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÙË˜ Ê¿ÛË˜ ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙÔ˘
ÂÏ·ÛÙÈÎÔ‡ Ì¤ÛÔ˘ (Ã™ = ÛÙ·ıÂÚfi) ÛÂ
Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ ÙÔ ̄ ÚfiÓÔ Â›Ó·È:

11. °È· Ó· Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÙË˜
·ÔÌ¿ÎÚ˘ÓÛË˜ ·fi ÙËÓ £π∆ ÛÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ
ÙÔ ¯ÚfiÓÔ, ÙË˜ ∞∞∆ ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ ™ ÙÔ˘
ÂÏ·ÛÙÈÎÔ‡ Ì¤ÛÔ˘ ÙÔ ÔÔ›Ô ·¤¯ÂÈ Ã™ ·fi ÙÔ
ÛËÌÂ›Ô ·Ó·ÊÔÚ¿˜ :

- µÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙË ̄ ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t™ Ô˘ ÙÔ
Î‡Ì· ÊÙ¿ÓÂÈ ÛÙÔ ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ ÛËÌÂ›Ô
ÌË‰ÂÓ›˙ÔÓÙ·˜ ÙË Ê¿ÛË ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÙÔ˘
ÛËÌÂ›Ô˘.

- ™¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜
·ÔÌ¿ÎÚ˘ÓÛË˜ ÌÂ ÙÔ ¯ÚfiÓÔ ÁÈ· ÙËÓ ∞∞∆ ÙÔ˘
‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ™: 

- ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Û¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·
„=f(t) fiÙ·Ó Ã™= ÛÙ·ıÂÚfi.

12. °È· Ó· Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÛÙÈÁÌÈfiÙ˘Ô
[„=f(x) fiÙ·Ó t1= ÛÙ·ı.] ÂÓfi˜ ·ÚÌÔÓÈÎÔ‡
Î‡Ì·ÙÔ˜ ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ̂ ˜ ÂÍ‹˜:

-µÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ ÛËÌ·›Ô ™ ÙÔ˘ ÂÏ·ÛÙÈÎÔ‡ Ì¤ÛÔ˘
ÛÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ Êı¿ÛÂÈ ÙÔ Î‡Ì· ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹
ÛÙÈÁÌ‹ t1 Ô˘ Ì·˜ ˙ËÙÔ‡Ó ÙÔ ÛÙÈÁÌÈfiÙ˘Ô
ÌË‰ÂÓ›˙ÔÓÙ·˜ ÙË Ê¿ÛË ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÙÔ˘
ÛËÌÂ›Ô˘. 

-™¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ·ÔÌ¿ÎÚ˘ÓÛË˜
ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘ ÂÏ·ÛÙÈÎÔ‡ Ì¤ÛÔ˘ ·fi ÙË ı¤ÛË
ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÙÔ˘˜, ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t1, ÛÂ
Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË x ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ
·˘ÙÒÓ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·Ó·ÊÔÚ¿˜:

fiÔ˘ ·=t1/T= ÛÙ·ıÂÚfi
- ¢›ÓÔ˘ÌÂ ÛÙÔ x ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ , Ï/4, Ï/2, 3Ï/4 ...., Ã™ =
u t1, Î·È Î·Ù·ÛÎÂ˘¿˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ÛÙÈÁÌÈfiÙ˘Ô ÙÔ˘
Î‡Ì·ÙÔ˜ ÙË ̄ ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t1.

¶ƒ√™√Ã∏: ∆Ô ÛËÌÂ›Ô ™ ÛÙË ı¤ÛË Ã™ =u t1
Ú¤ÂÈ Ó· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙË ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÙÔ˘
·ÊÔ‡ ÙÔ Î‡Ì· (ÂÓ¤ÚÁÂÈ·) ÌfiÏÈ˜ Êı¿ÓÂÈ Û’ ·˘Ùfi
ÔfiÙÂ ÌfiÏÈ˜ ÍÂÎÈÓ¿ÂÈ ÙËÓ Ù·Ï¿ÓÙˆÛ‹ ÙÔ˘, ÂÓÒ
ÙÔ ÛËÌÂ›Ô Ô˘ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÂ ·fiÛÙ·ÛË Ï/4 ÚÈÓ
·fi ÙÔ ™ ı· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÂ ·ÎÚ·›· ı¤ÛË +∞ ·ÊÔ‡
Ù·Ï·ÓÙÒÓÂÙ·È ‹‰Ë ÁÈ· ̄ ÚfiÓÔ ∆/4.

∏ª∂§§√™ ª - ¶√£∏∆∞∫∏™ ∂.

„=A ËÌ2 t1

T
 - X™

Ï
→„=A ËÌ2 · - X™

Ï

„=A ËÌ2 t
T

 - X™

Ï
 ÌÂ t≥t™ =

X™
u  .

Ê2-Ê1=¢Ê=2¢t
T

Ê2-Ê1=2 t2

T
 - X

Ï
-2 t1

T
 - X

Ï
→

¢Ê=2 ¢¯
Ï

¢Ê=ÊK-ÊM=2 t
T

 - XK

Ï
-2 t

T
 - XM

Ï
→

≥

Ê™=2 t
T

 - X™

Ï
.

t™
T

 = X™

u  T
 → t™=

X™
u  .

Ê™=2 t™

T
 - X™

Ï
=0→ t

T
 - X™

Ï
=0→

V=ˆ  A  Û˘Ó 2 t
T

 ± X
Ï
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√π ∂π¢π∫√π ™Àªµ√À§∂À√À¡
¶∞¡∂§§∞¢π∫∂™ ∂•∂∆∞™∂π™ 2012

°È· ÙÈ˜ Êı›ÓÔ˘ÛÂ˜ Î·È ÙÈ˜ ÂÍ·Ó·ÁÎ·ÛÌ¤ÓÂ˜
Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ Ú¤ÂÈ Ó· ¤¯Ô˘ÌÂ ̆ fi„ÈÓ Ì·˜ Ù·
ÂÍ‹˜: 

∂§∂À£∂ƒ∂™ º£π¡√À™∂™ ∆∞§∞¡∆ø™∂π™
∞Ó Ë ‰‡Ó·ÌË Ô˘ ·ÓÙÈÙ›ıÂÙ·È ÛÙËÓ Î›ÓËÛË Î·È
ÚÔÎ·ÏÂ› ÙÈ˜ ·ÒÏÂÈÂ˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ Â›Ó·È ÙË˜
ÌÔÚÊ‹˜: F·ÓÙ= - b u, fiÔ˘ b Ë ÛÙ·ıÂÚ¿
·fiÛ‚ÂÛË˜ (ÌÔÓ¿‰· Kg/s) Î·È u Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘
Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ:
1. ∆Ô Ï¿ÙÔ˜ ÙË˜ ÌË¯·ÓÈÎ‹˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜
ÌÂÈÒÓÂÙ·È ÂÎıÂÙÈÎ¿ ÌÂ ÙÔ ̄ ÚfiÓÔ.
AÎ=∞0 e-§t, 
fiÔ˘ t=Î ∆, (Î=0, 1, ...) Î·È §=b/2m (s-1)
2. √ ¯ÚfiÓÔ˜ ˘Ô‰È·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ (‹ ¯ÚfiÓÔ˜
ËÌÈ˙ˆ‹˜) t1/2 ÙÔ˘ Ï¿ÙÔ˘˜ ÙË˜ Êı›ÓÔ˘Û·˜
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ̄ ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· Ô˘
··ÈÙÂ›Ù·È ÁÈ· Ó· ÂÏ·ÙÙˆıÂ› ÙÔ Ï¿ÙÔ˜, ·fi ÌÈ·
·Ú¯ÈÎ‹ ÙÈÌ‹, ÛÙÔ ÌÈÛfi ÙË˜ Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚfi˜ Î·È
›ÛÔ˜ ÌÂ:

3. √ ÏfiÁÔ˜ ÙˆÓ ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ Ï·ÙÒÓ ÛÙËÓ ›‰È·
Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË, Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚfi˜.

4. ∏ Û˘ÓÈÛÙ·Ì¤ÓË ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ Ô˘ ·ÛÎÔ‡ÓÙ·È
ÛÙÔ Ù·Ï·ÓÙÔ‡ÌÂÓÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È: 

5. ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ·ÔÌ¿ÎÚ˘ÓÛË˜ ÙË˜
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ ÙÔ˘
¯ÚfiÓÔ˘ Â›Ó·È:
x=A0 e-§t ËÌ(ˆt + Ê0)=∞Î ËÌ (ˆt +Ê0)
6. ∏ Û˘¯ÓfiÙËÙ· Î·È Ë ÂÚ›Ô‰Ô˜ ÙË˜ Êı›ÓÔ˘Û·˜
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ Â›Ó·È ÂÚ›Ô˘ ›ÛÂ˜ ÌÂ ÙË
È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· f0 Î·È ÙËÓ È‰ÈÔÂÚ›Ô‰Ô ∆0 ÙÔ˘
Ù·Ï·ÓÙÔ‡ÌÂÓÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó
ÛÙ·ıÂÚ¤˜ ÁÈ·  ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÙÈÌ‹ ÙË˜ ÛÙ·ıÂÚ¿˜
·fiÛ‚ÂÛË˜ b.

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË: ™ÙËÓ Ú¿ÍË Ë Û˘¯ÓfiÙËÙ· f ÙË˜
Êı›ÓÔ˘Û·˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙËÓ
È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· f0 ÙÔ˘ Ù·Ï·ÓÙÔ‡ÌÂÓÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

∞fi ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ Û¯¤ÛË Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ
fiÙ·Ó ·˘Í¿ÓÂÙ·È Ë ÛÙ·ıÂÚ¿ ·fiÛ‚ÂÛË˜ b Ë
Û˘¯ÓfiÙËÙ· ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÌÈ· ÌÈÎÚ‹ ÌÂ›ˆÛË ¿Ú·
Ë ÂÚ›‰Ô˜ ÌÈ· ÌÈÎÚ‹ ·‡ÍËÛË.
7. ∏ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÌÂÈÒÓÂÙ·È
ÂÎıÂÙÈÎ¿ ÌÂ ÙÔ ̄ ÚfiÓÔ.

fiÔ˘ t= Î ∆, (Î=0, 1, ...) Î·È §= b/2m
8. √ ¯ÚfiÓÔ˜ ˘Ô‰ÈÏ·ÛÈ·ÛÌÔ‡ (Ë ¯ÚfiÓÔ˜
ËÌÈ˙ˆ‹˜) t1/2 ÙË˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ ÙË˜ Êı›ÓÔ˘Û·˜
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ̄ ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· Ô˘
··ÈÙÂ›Ù·È ÁÈ· Ó· ÂÏ·ÙÙˆıÂ› Ë ÂÓ¤ÚÁÂÈ·, ·fi ÌÈ·
·Ú¯ÈÎ‹ ÙÈÌ‹, ÛÙÔ ÌÈÛfi ÙË˜ Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚfi˜ Î·È

›ÛÔ˜ ÌÂ:

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ô ¯ÚfiÓÔ˜ ˘Ô‰ÈÏ·ÛÈ·ÛÌÔ‡
ÙË˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ Â›Ó·È Ô ÌÈÛfi˜ ·fi ÙÔ ¯ÚfiÓÔ
˘Ô‰ÈÏ·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ÙÔ˘ Ï¿ÙÔ˘˜ ÙË˜ Êı›ÓÔ˘Û·˜
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜.
9. √ ÏfiÁÔ˜ ÙˆÓ ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ ÌÂÁ›ÛÙˆÓ ÂÓÂÚÁÂÈÒÓ
Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚfi˜.

10. ∏ ıÂÚÌfiÙËÙ· Q Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ÛÂ ÌÈ·
Êı›ÓÔ˘Û· Ù·Ï¿ÓÙˆÛË Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙÔ ¤ÚÁÔ ÙË˜
‰‡Ó·ÌË˜ F·ÓÙ Ô˘ ·ÓÙÈÛÙ¤ÎÂÙ·È ÛÙËÓ Î›ÓËÛË Î·È
˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

11. ∏ Û˘ÓÔÏÈÎ‹ ıÂÚÌfiÙËÙ· QÔÏ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È
ÛÂ ÌÈ· Êı›ÓÔ˘Û· Ù·Ï¿ÓÙˆÛË, ‰ËÏ·‰‹ Ë
ıÂÚÌfiÙËÙ· Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È Ì¤¯ÚÈ Ó·
ÛÙ·Ì·Ù‹ÛÂÈ Ô Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹˜ Â›Ó·È:

fiÔ˘ ∂0 Ë ·Ú¯ÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜.
12. ™Â ÌÈ· Êı›ÓÔ˘Û· ËÏÂÎÙÚÈÎ‹ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË Ô˘
Á›ÓÂÙ·È ÛÂ ¤Ó· Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi (ÌË È‰·ÓÈÎfi)
Î‡ÎÏˆÌ· LC:

- ™ÙËÓ ÛÙ·ıÂÚ¿ ·fiÛ‚ÂÛË˜ b ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› Ë
ˆÌÈÎ‹ ·ÓÙ›ÛÙ·ÛË R ÙÔ˘ Î˘ÎÏÒÌ·ÙÔ˜.
- ∏ Û˘¯ÓfiÙËÙ· Î·È Ë ÂÚ›Ô‰Ô˜ ÙË˜ Êı›ÓÔ˘Û·˜
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ Â›Ó·È ÂÚ›Ô˘ ›ÛÂ˜ ÌÂ ÙËÓ
È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· f0 Î·È ÙËÓ È‰ÈÔÂÚ›Ô‰Ô ∆0 ÙÔ˘
Ù·Ï·ÓÙÔ‡ÌÂÓÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó
ÛÙ·ıÂÚ¤˜ ÁÈ· ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·ÓÙ›ÛÙ·ÛË˜ R.

- ∆Ô Ì¤ÁÈÛÙÔ ÊÔÚÙ›Ô ÙË˜ ËÏÂÎÙÚÈÎ‹˜
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÌÂÈÒÓÂÙ·È ÂÎıÂÙÈÎ¿ ÌÂ ÙÔ ¯ÚfiÓÔ
Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË:

∂•∞¡∞°∫∞™ª∂¡∂™ ∆∞§∞¡∆ø™∂π™
∂Í·Ó·ÁÎÂÛÌ¤ÓË ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË
ÛÙËÓ ÔÔ›· ÚÔÛÊ¤ÚÔ˘ÌÂ ·Ó¿ ÂÚ›Ô‰Ô ÙËÓ
ÂÓ¤ÚÁÂÈ· Ô˘ ¯¿ÓÂÈ Ô Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹˜, Ì¤Ûˆ ÙÔ˘
¤ÚÁÔ˘ ÌÈ·˜ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹˜ ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹˜ ‰‡Ó·ÌË˜
(‰ÈÂÁÂ›ÚÔ˘Û· ‰‡Ó·ÌË). °È· ÙËÓ ÂÍ·Ó·ÁÎ·ÛÌ¤ÓË
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ:
1. ∆Ô Ï¿ÙÔ˜ ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ Ì¤ÓÂÈ ÛÙ·ıÂÚfi.
∞=ÛÙ·ı.
2. ∏ ÂÚ›Ô‰Ô˜ Î·È Ë Û˘¯ÓfiÙËÙ· ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜
Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙËÓ ÂÚ›Ô‰Ô Î·È ÙËÓ Û˘¯ÓfiÙËÙ· ÙÔ˘
‰ÈÂÁ¤ÚÙË Î·È fi¯È ÌÂ ÙËÓ È‰ÈÔÂÚ›Ô‰Ô Î·È ÙËÓ
È‰ÈÔÛ¯˘ÓfiÙËÙ· ÙË˜ ÂÏÂ‡ıÂÚË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜.
∞Ó F‰ÈÂÁ=Fmax ËÌˆt Ë ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹
(‰ÈÂÁÂ›ÚÔ˘Û·) ‰‡Ó·ÌË ÙfiÙÂ Ë Î˘ÎÏÈÎ‹
Û˘¯ÓfiÙËÙ· ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙËÓ
Î˘ÎÏÈÎ‹ Û˘¯ÓfiÙËÙ· ˆ ÙË˜ ‰ÈÂÁÂ›ÚÔ˘Û·˜
‰‡Ó·ÌË˜ Î·È fi¯È ÌÂ ÙËÓ Î˘ÎÏÈÎ‹ È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ·
ˆ0 ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜.
3. ™˘ÓÈÛÙ·Ì¤ÓË ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ:
™F=m ·→F‰ÈÂÁ+FÂ+F·ÓÙ=m ·→
Fmax ËÌˆt-D ̄ -b u=m ·→
Fmax ËÌˆt-m ̂ 2

0 ¯-b u=-m ̂ 2 ¯
4. ∏ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ·Ú·Ì¤ÓÂÈ

ÛÙ·ıÂÚ‹:

5. ™˘ÓÙÔÓÈÛÌfi˜ Â›Ó·È ÙÔ Ê·ÈÓfiÌÂÓÔ Î·Ù¿ ÙÔ
ÔÔ›Ô Ë Û˘¯ÓfiÙËÙ· f ‰ÈÂÁ¤ÚÙË Â›Ó·È ÂÚ›Ô˘ ›ÛË
ÌÂ ÙËÓ È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· f0 ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È ÙÔ
Ï¿ÙÔ˜ ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ Á›ÓÂÙ·È Ì¤ÁÈÛÙÔ. 

6. ™ÙÈÁÌÈ·›ÔÈ Ú˘ıÌÔ› ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜
- ƒ˘ıÌfi˜ ÌÂ ÙÔÓ ÔÔ›Ô Ô ‰ÈÂÁ¤ÚÙË˜ ÚÔÛÊ¤ÚÂÈ
ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ·:

- √ Ú˘ıÌfi˜ ÌÂ ÙÔÓ ÔÔ›Ô ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÔÚÚÔÊ¿
ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ·fi ÙÔÓ ‰ÈÂÁ¤ÚÙË Â›Ó·È ›ÛÔ˜, Î·Ù’
·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹, ÌÂ ÙÔ Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·ÙÚÔ‹˜ ÙË˜
ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÛÂ ıÂÚÌfiÙËÙ·,
ÏfiÁÔ ÙË˜ F·ÓÙ= -b u ‰ËÏ·‰‹:

- √ Ú˘ıÌfi˜ ÌÂ ÙÔÓ ÔÔ›Ô ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÔÚÚÔÊ¿
ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ·fi ÙÔ ‰ÈÂÁ¤ÚÙË Á›ÓÂÙ·È ›ÛÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ
Ú˘ıÌfi ÌÂ ÙÔÓ ÔÔ›Ô Ô ‰ÈÂÁ¤ÚÙË˜ ÚÔÛÊ¤ÚÂÈ
ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ª√¡√ fiÙ·Ó ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·
‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÂ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË Û˘ÓÙÔÓÈÛÌÔ‡.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ ÛÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË Û˘ÓÙÔÓÈÛÌÔ‡ ÈÛ¯‡ÂÈ
ˆ=ˆ0 ÔfiÙÂ: 

∏ª∂§§√™ ª. - ¶√£∏∆∞∫∏™ µ.

=b uÛÙÈÁÌÈ·›·
2 =P·ÔÚ

¿Ú· P FÂÍ=
dWFÂÍ

dt
=FÂÍ uÛÙÈÁÌÈ·›·=

= -m ˆ2 x→FÂÍ+F·ÓÙ=0→FÂÍ= -F·ÓÙ=b u

FÂÍ+FÂ+F·ÓÙ=m ·→FÂÍ-m ˆ0
2 x+F·ÓÙ=

=F·ÓÙ  uÛÙÈÁÌÈ·›·=b uÛÙÈÁÌÈ·›·
2

P·ÔÚ=dW·ÔÚ

dt
=dWF·ÓÙ

dt
=

PFÂÍ=
dWFÂÍ

dt
=FÂÍdx

dt
=FÂÍ uÛÙÈÁÌÈ·›·

E=1
2

D A2= ÛÙ·ı.

Î·È §= R
2L

QÎ=Q0 e -§t, fiÔ˘ t=Î T, (Î=0, 1, ...)

f≅ f0= 1
2 LC

 Î·È T ≅ T0=2 LC

QÔÏ=E·Ú¯-EÙÂÏ=1
2

 D A0
2-0=E0

Q=WF·ÓÙ =E·Ú¯-EÙÂÏ=1
2

 D A·Ú¯
2 - 1

2
 D A ÙÂÏ

2

=e2 §T=ÛÙ·ı. (Î=0, 1, ...)

=e-2§ ÎT+2§ ÎT+2§T=e2§T→ EÎ

EÎ+1
=

EÎ

EÎ+1
= E0 e -2 § ÎT

E0 e -2 §(Î+1)T
=e-2 §ÎT+2§(Î+1)T=

→t1/2=ln2
2§

=ÛÙ·ı.

→ -2§ t1/2=ln1
2

→ -2§ t1/2= -ln2→

EÎ=E0 e -2§t→E0

2
=E0 e -2§t1//2→e-2§t1//2=1

2
→

EÎ=1
2

D A Î
2 ‹ EÎ=1

2
D A 0

2 e -2§t ‹ EÎ=E0e-2§t

f= 1
2

D
m - b

2m
2
 = 1

2
ˆ 0

2- b
2m

2

f≅ f0= 1
2

D
m  Î·È T≅ T0=2 m

D

™F=m ·→FÂ+F·ÓÙ=m ·→ -D x-b u=m ·

=e-§ ÎT+§ ÎT+§T→ AÎ

AÎ+1
=e§T=ÛÙ·ı.(Î=0,1,...)

AÎ

AÎ+1
= A0 e -§ ÎT

A0 e -§(Î+1)T
=e-§ ÎT+§(Î+1)T=

-§ t1/2=ln1
2

→-§ t1/2= -ln2→t1/2=ln2
§

=ÛÙ·ı.

AÎ=A0 e -§t→A0

2
=A0 e -§t1/2→e-§t1/2=1

2
→

£¤Ì·Ù· º˘ÛÈÎ‹˜ ∫·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜
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