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¶∞¡∂§§∞¢π∫∂™ ∂•∂∆∞™∂π™ 2012

ƒ√¶∏ ¢À¡∞ª∏™ - π™√ƒƒ√¶π∞ ™∆∂ƒ∂√À
™øª∞∆√™ (¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜-ªÂıÔ‰ÔÏÔÁ›·)

1. ∏ ÚÔ‹ ÌÈ·˜ ‰‡Ó·ÌË˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·
ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó, fiÙ·Ó:
·. Ë ‰‡Ó·ÌË ·ÛÎÂ›Ù·È ¿Óˆ ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ·
ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜.
‚. Ô ÊÔÚ¤·˜ ÙË˜ ‰‡Ó·ÌË˜ Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·
ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜.
Á. Ô ÊÔÚ¤·˜ ÙË˜ ‰‡Ó·ÌË˜ Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÔ˜
ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜.

2. ŒÓ· ·Ú¯ÈÎ¿ ·Î›ÓËÙÔ ÛÙÂÚÂfi ÛÒÌ· ÛÙÔ ÔÔ›Ô
·ÛÎÔ‡ÓÙ·È ÔÏÏ¤˜ ÔÌÔÂ›Â‰Â˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜
ÈÛÔÚÚÔÂ›, fiÙ·Ó:

∏ ÚÒÙË Û˘Óı‹ÎË ·ÔÎÏÂ›ÂÈ ÙË ÌÂÙ·ÊÔÚÈÎ‹
Î›ÓËÛË Î·È Ë ‰Â‡ÙÂÚË ÙË ÛÙÚÔÊÈÎ‹ Î›ÓËÛË.

3. ŸÙ·Ó ¤Ó· ÛÙÂÚÂfi ÛÒÌ· Â›Ó·È ·Ú¯ÈÎ¿ ·Î›ÓËÙÔ
(ˆ0=0 Î·È u0=0) Î·È ·ÛÎÔ‡ÓÙ·È Û’ ·˘Ùfi ÔÏÏ¤˜
ÔÌÔÂ›Â‰Â˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ:
·. ∞Ó ÙÔ ÛÒÌ· ¤¯ÂÈ ÛÙ·ıÂÚfi (·ÎÏfiÓËÙÔ) ¿ÍÔÓ·
ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜, ÙfiÙÂ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ ÌfiÓÔ
ÂÚÈÛÙÚÔÊÈÎ‹ Î›ÓËÛË ÔfiÙÂ ÁÈ· Ó· ÈÛÔÚÚÔÂ›
ı· Ú¤ÂÈ ÙÔ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎfi ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÚÔÒÓ
ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ·˘ÙfiÓ Ó·
Â›Ó·È ÌË‰¤Ó.

‚. ∞Ó ÙÔ ÛÒÌ· ¤¯ÂÈ ÂÏÂ‡ıÂÚÔ ¿ÍÔÓ·
ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜, ÙfiÙÂ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ Î·È
ÌÂÙ·ÊÔÚÈÎ‹ Î·È ÂÚÈÛÙÚÔÊÈÎ‹ Î›ÓËÛË. ŒÙÛÈ ÁÈ·
Ó· ÈÛÔÚÚÔÂ› ı· Ú¤ÂÈ Ë Û˘ÓÈÛÙ·Ì¤ÓË ÙˆÓ
‰˘Ó¿ÌÂˆÓ Î·È ÙÔ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎfi ¿ÚıÔÈÛÌ· ÙˆÓ
ÚÔÒÓ ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·
ÔÔÈÔ˘‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô˘ Ó· Â›Ó·È ÌË‰¤Ó.

4. ∞Ó Û’ ¤Ó· ÛÒÌ·, Ô˘ ÈÛÔÚÚÔÂ›, ·ÛÎÔ‡ÓÙ·È Î
‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ Î·È ÔÈ ÊÔÚÂ›˜ ÙˆÓ Î-1 ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ
‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ›‰ÈÔ ÛËÌÂ›Ô ÙfiÙÂ Î·È Ô
ÊÔÚ¤·˜ ÙË˜ ÙÂÏÂ˘Ù·›·˜ ‰‡Ó·ÌË˜ ı· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È
·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔÌ‹˜.

5. ∞Ó Û’ ¤Ó· ÛÒÌ·, Ô˘ ÈÛÔÚÚÔÂ›, ·ÛÎÔ‡ÓÙ·È Î
‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ Î·È ÔÈ Î-1 ·fi ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È
·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ ÙfiÙÂ Î·È Ë ÙÂÏÂ˘Ù·›·
‰‡Ó·ÌË ı· Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÌÂ ÙÈ˜ ¿ÏÏÂ˜.

6. ∑Â‡ÁÔ˜ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·
‰‡Ô ·Ú¿ÏÏËÏˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ Î·È ÔÈ 

ÔÔ›Â˜ ·ÛÎÔ‡ÓÙ·È ÛÂ ‰‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÛËÌÂ›·
ÂÓfi˜ ÛÒÌ·ÙÔ˜ ¤¯Ô˘Ó ·ÓÙ›ıÂÙÂ˜ ÊÔÚ¤˜ Î·È ›Û·
Ì¤ÙÚ· (F1=F2=F). 
∏ ÚÔ‹ ÂÓfi˜ ˙Â‡ÁÔ˘˜ ‰˘Ì¿ÌÂˆÓ Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙÔ
ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ˘ Ì¤ÙÚÔ˘ ÙË˜ Ì›·˜ ·fi ÙÈ˜ ‰‡Ô
‰˘Ó¿ÌÂˆÓ Â› ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË d ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ‰‡Ô
‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ‰ËÏ·‰‹ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË:  

Ù˙Â‡ÁÔ˘˜ = F  d

·. ŒÓ· ˙Â‡ÁÔ˜ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÌÔÓ·‰ÈÎfi
·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙËÓ ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹ ÙÔ˘ ÛÙÂÚÂÔ‡
ÛÒÌ·ÙÔ˜ ÛÙÔ ÔÔ›Ô ·ÛÎÂ›Ù·È.
‚. ŒÓ· ˙Â‡ÁÔ˜ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó·
·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ·ıÂ› ·fi Ì›· ÌfiÓÔ ‰‡Ó·ÌË.
Á. ∏ ÚÔ‹ ÂÓfi˜ ˙Â‡ÁÔ˘˜ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ
·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Â›Ó·È Ë ›‰È· ˆ˜ ÚÔ˜
ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ ÙÔ˘˜.

∞fi‰ÂÈÍË:

∞Ó ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· Ù˘¯·›Ô ÛËÌÂ›Ô ∞ ÙÔ˘
ÂÈ¤‰Ô˘ Ô˘ ÔÚ›˙Ô˘Ó ÔÈ ‰‡Ô ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙfiÙÂ ÙÔ
Ì¤ÙÚÔ ÙË˜ ÚÔ‹˜ ÙÔ˘ ˙Â‡ÁÔ˘˜ ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ
ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·˘Ùfi Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ:

ƒ√¶∏ ∞¢ƒ∞¡∂π∞™ £∂ª∂§πø¢∏™ ¡√ª√™
∆∏™ ™∆ƒ√ºπ∫∏™ ∫π¡∏™∏™

1. ƒÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ̆ ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ Ì¿˙·˜ m.
∏ ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ÂÓfi˜ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ Ì¿˙·˜
m, ÙÔ ÔÔ›Ô ÎÈÓÂ›Ù·È Î˘ÎÏÈÎ¿ ÛÂ Î‡ÎÏÔ ·ÎÙ›Ó·˜ r,
ˆ˜ ÚÔ˜ ¿ÍÔÓ· Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ
ÙË˜ Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ÙÚÔ¯È¿˜ Î·È Â›Ó·È Î¿ıÂÙÔ˜ ÛÙÔ
Â›Â‰Ô ÙË˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË: I=m r2

2. ƒÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ÔÌÔÁÂÓÔ‡˜ ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘
Ì¿˙·˜ ª Î·È ·ÎÙ›Ó·˜ R. ∏ ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜
ÔÌÔÁÂÓÔ‡˜ ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘ Ì¿˙·˜ ª Î·È ·ÎÙ›Ó·˜ R,
ˆ˜ ÚÔ˜ ¿ÍÔÓ· Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ
ÙÔ˘ Î·È Â›Ó·È Î¿ıÂÙÔ˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô Ô˘ ÔÚ›˙ÂÈ
·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È (·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.5 ÛÂÏ›‰· 118

Û¯ÔÏÈÎÔ‡ ‚È‚Ï›Ô˘) fiÙÈ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË:
I=M R2

3. ∞fi ÔÈÔ˘˜ ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È Ë ÚÔ‹
·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ÂÓfi˜ ÛÙÂÚÂÔ‡ ÛÒÌ·ÙÔ˜ Ô˘
ÛÙÚ¤ÊÂÙ·È Á‡Úˆ ·fi ÛÙ·ıÂÚfi ¿ÍÔÓ·.
·. ∞fi ÙËÓ ÔÏÈÎ‹ Ì¿˙· ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜.
‚. ∞fi ÙËÓ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ì¿˙·˜ ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜
ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ ÙÔ˘, Ë ÔÔ›·
¤¯ÂÈ Ó· Î¿ÓÂÈ ÌÂ ÙÔ Û¯‹Ì· Î·È ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙÔ˘
ÛÒÌ·ÙÔ˜.
Á. ∞fi ÙË ı¤ÛË ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜.

4. £ÂÒÚËÌ· ·Ú¿ÏÏËÏˆÓ ·ÍfiÓˆÓ (Steiner):
ªÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ Steiner ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙË
ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ÂÓfi˜ ÛÙÂÚÂÔ‡, ˆ˜ ÚÔ˜
ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ¿ÍÔÓ·, ·Ú¿ÏÏËÏÔ ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ·
Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ Ì¿˙·˜ ÙÔ˘
ÛÙÂÚÂÔ‡ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯¤ÛË:

I=Icm + M d2

fiÔ˘ Icm Ë ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ÂÓfi˜ ÛÒÌ·ÙÔ˜
Ì¿˙·˜ ª, ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È
·fi ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ Ì¿˙·˜ ÙÔ˘, I Ë ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜
ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ¿ÍÔÓ· Ô˘ Â›Ó·È
·Ú¿ÏÏËÏÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ Î·È d Ë
·fiÛÙ·ÛË ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ‰‡Ô ·ÍfiÓˆÓ.
- ∂Ê·ÚÌÔÁ‹:

∏ ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ÔÌÔÁÂÓÔ‡˜ Ú¿‚‰Ô˘ ˆ˜
ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ Ô˘ ÂÚÓ¿ÂÈ ·fi
ÙÔ ¿ÎÚÔ ÙË˜ √, ·Ó ‰›ÓÂÙ·È fiÙÈ Ë ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜
ÙË˜ Ú¿‚‰Ô˘ ̂ ˜ ÚÔ˜ ¿ÍÔÓ· Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi
ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ Ì¿˙·˜ ÙË˜ Â›Ó·È Icm=1/12 M L2 Â›Ó·È:

- ∞fi ÙË Û¯¤ÛË ÙÔ˘ Steiner ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ

ÙËÓ ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ÔÔÈÔ˘‰‹ÔÙÂ
ÛÙÂÚÂÔ‡ ÙËÓ ¤¯Ô˘ÌÂ ·Ó ÙÔ ÛÙÂÚÂfi ÛÙÚ¤ÊÂÙ·È
Á‡Úˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ
Î¤ÓÙÚÔ Ì¿˙·˜ ÙÔ˘, ‰ËÏ·‰‹: Imin = Icm.
- ∆· ÛÒÌ·Ù· Ô˘ ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È ·‚·Ú‹ (¤¯Ô˘Ó
·ÌÂÏËÙ¤· Ì¿˙·)‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ˆ˜
ÚÔ˜ ÔÔÈÔÓ‰‹ÔÙÂ ¿ÍÔÓ· ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜.
5. ƒÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ÂÓfi˜ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÛˆÌ¿ÙˆÓ
- ∏ ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ÂÓfi˜ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜
ÛˆÌ¿ÙˆÓ IÛ˘ÛÙ ˆ˜ ÚÔ˜ Î¿ÔÈÔÓ ¿ÍÔÓ·
ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜, Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙÔ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎfi
¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÚÔÒÓ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ÙˆÓ ÛˆÌ¿ÙˆÓ
Ô˘ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ›‰ÈÔ
¿ÍÔÓ·.
6. £ÂÌÂÏÈÒ‰Ë˜ ÓfiÌÔ˜ ÙË˜ ªË¯·ÓÈÎ‹˜.

∞Ó ™F=0 ÙfiÙÂ Î·È ·cm=0 ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ÛÒÌ· ı·
Â›Ó·È ·Î›ÓËÙÔ ‹ ı· ÂÎÙÂÏÂ› Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌË ÔÌ·Ï‹
Î›ÓËÛË ÔfiÙÂ ı· ÈÛ¯‡ÂÈ:

‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ÛÒÌ· ı· Î¿ÓÂÈ ÔÌ·Ï¿
ÌÂÙ·‚·ÏÏfiÌÂÓË Î›ÓËÛË. ∞Ó >0 Î·È >0 
(ÔÌ·Ï¿ ÂÈÙ·¯˘ÓfiÌÂÓË Î›ÓËÛË). 

∂ÓÒ ·Ó <0 ı· Â›Ó·È <0 (ÔÌ·Ï¿
ÂÈ‚Ú·‰˘ÓfiÌÂÓË Î›ÓËÛË).
√fiÙÂ ı· ÈÛ¯‡ÂÈ: 

- ¶ÂÚÈÛÙÚÔÊÈÎ‹ Î›ÓËÛË: ™Ù= π ·ÁˆÓ
∞Ó ™Ù=0 ÙfiÙÂ ·ÁˆÓ=0 ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ÛÒÌ· ı· Â›Ó·È
·Î›ÓËÙÔ ‹ ı· ÂÎÙÂÏÂ› ÔÌ·Ï‹ ÂÚÈÛÙÚÔÊÈÎ‹
Î›ÓËÛË ÔfiÙÂ ı· ÈÛ¯‡ÂÈ:

¢ËÏ·‰‹ ÙÔ ÛÒÌ· ı· Î¿ÓÂÈ ÔÌ·Ï¿
ÌÂÙ·‚·ÏÏfiÌÂÓË  ÂÚÈÛÙÚÔÊÈÎ‹ Î›ÓËÛË.

∞Ó (ÔÌ·Ï¿ ÂÈÙ·¯˘ÓfiÌÂÓË). 

∂ÓÒ ·Ó

√fiÙÂ ı· ÈÛ¯‡ÂÈ:

∏ª∂§§√™ ª. - ¶√£∏∆∞∫∏™ µ.

ˆ=ˆ0±·ÁˆÓt Î·È ¢ı=ˆ0t±1
2

·ÁˆÓt2

™Ù<0 ı· Â›Ó·È ·ÁˆÓ<0(ÔÌ·Ï¿ ÂÈ‚Ú·‰.)

™Ù>0Î·È ·ÁˆÓ>0

AÓ ™Ù=ÛÙ·ı. ÙfiÙÂ Î·È ·ÁˆÓ=
™Ù
I

=ÛÙ·ı.

ˆ=0 ‹ ¢ı=ˆ ¢t fiÙ·Ó ˆ=ÛÙ·ıÂÚfi

ucm=u0±·cmt Î·È ¢x=u0t±1
2

 ·cm t2

·cm™F

·cm™F

AÓ ™F=ÛÙ·ı. ÙfiÙÂ Î·È ·cm=™F
m =ÛÙ·ı.

ucm=0 ‹ ¢x=ucm ¢t fiÙ·Ó ucm=ÛÙ·ıÂÚfi

- MÂÙ·ÊÔÚÈÎ‹ Î›ÓËÛË: ™F=m ·cm

= 1
12

M L2+ML2

4
→I(O)=1

3
M L 2

£ÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ Steiner: I(O)=Icm+M L
2

2
=

Ù˙Â‡ÁÔ˘˜=F1(X1+X2)→Ù˙Â‡ÁÔ˘˜=F d

Ù˙Â‡ÁÔ˘˜=F1 X1+F2 X2 →
F1=F2=F

F2F1

™Ù=0(™Fx=0 Î·È ™F„=0) Î·È ™Ù=0

™Ù=0

™F
→

=0 (™Fx

→
=0 Î·È ™F„

→
=0) Î·È ™Ù

→
=0

£¤Ì·Ù· º˘ÛÈÎ‹˜ ∫·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜
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ÕÛÎËÛË 1:

ŒÓ· ‚Ú·¯ÈfiÏÈ, Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ¯Ú˘Ûfi
ÔÌÔÁÂÓ‹ ÎÚ›ÎÔ Ì¿˙·˜ m=20gr Î·È ·ÎÙ›Ó·˜
R=5 cm Î·È ·fi ‰È·Ì¿ÓÙÈ Ì¿˙·˜ m/8, ¤¯ÂÈ ÙË
‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó· ÂÚÈÛÙÚ¤ÊÂÙ·È Î·Ù·ÎfiÚ˘Ê·
Á‡Úˆ ·fi ÙÔÓ ÔÚÈ˙fiÓÙÈÔ ¿ÍÔÓ· Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È
·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ° Î·È Â›Ó·È Î¿ıÂÙÔ˜ ÛÙÔ
Â›Â‰Ô ÙÔ˘, fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì·. ∆Ô
‚Ú·¯ÈfiÏÈ Û˘ÁÎÚ·ÙÂ›Ù·È ·Ú¯ÈÎ¿ ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ ÙÔ
‰È·Ì¿ÓÙÈ Ó· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙËÓ ·ÓÒÙÂÚË ı¤ÛË ∞
ÌÈ·˜ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË˜ ‰È·Ì¤ÙÚÔ˘ ∞° ÙÔ˘
‚Ú·¯ÈÔÏÈÔ‡ Î·È ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t0=0
·Ê‹ÓÂÙ·È ÂÏÂ‡ÙÂÚÔ. 

·) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜
Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙÔ ‰È·Ì¿ÓÙÈ, fiÙ·Ó ·˘Ùfi
‚ÚÂıÂ› ÛÙËÓ Î·ÙÒÙÂÚË ı¤ÛË ÙË˜
Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË˜ ‰È·Ì¤ÙÚÔ˘ ∞° ÙÔ˘ ‚Ú·¯ÈÔÏÈÔ‡.

‚) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ÙË˜ ÁˆÓÈ·Î‹˜
ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÙÔ˘ ‚Ú·¯ÈÔÏÈÔ‡ fiÙ·Ó ÙÔ
‰È·Ì¿ÓÙÈ ‚ÚÂıÂ› ÛÙËÓ Î·ÙÒÙÂÚË ı¤ÛË ÙË˜
Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË˜ ‰È·Ì¤ÙÚÔ˘ ÙÔ˘ ∞°.

Á) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÛÔ ¤¯ÂÈ ÛÙÚ·ÊÂ› ÙÔ ‚Ú·¯ÈfiÏÈ
fiÙ·Ó ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÔÎÙ¿ÂÈ ÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ Ú˘ıÌfi
ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ÛÙÚÔÊÔÚÌ‹˜ ÙÔ˘ Î·È Ó·
˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ÙÔ˘ Ú˘ıÌÔ‡ ·˘ÙÔ‡.

‰) ŸÙ·Ó ÙÔ ‰È·Ì¿ÓÙÈ ‚ÚÂıÂ› ÛÙËÓ Î·ÙÒÙÂÚË
ı¤ÛË ÙË˜ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË˜ ‰È·Ì¤ÙÚÔ˘ ÙÔ˘ ∞°
ÂÎÙÈÓ¿ÛÛÂÙ·È ·fi ÙÔ ‚Ú·¯ÈfiÏÈ ÌÂ ÔÚÈ˙fiÓÙÈ·
Ù·¯‡ÙËÙ· u1=6 m/s. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ
ÎÈÓËÙÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÙÔ˘ ‚Ú·¯ÈÔÏÈÔ‡ ·Ì¤Ûˆ˜
ÌÂÙ¿ ÙËÓ ·ÔÎfiÏÏËÛË ÙÔ˘ ‰È·Ì·ÓÙÈÔ‡.
¢›ÓÂÙ·È: g=10 m/s2.

§‡ÛË: 

·) ∏ ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ÙÔ˘ ÎÚ›ÎÔ˘ ̂ ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ ÙÔ˘ (°) Â›Ó·È Û‡ÌÊˆÓ·
ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ Steiner.

πÎÚ›ÎÔ˘=πcm+m R2=m R2 + m R2=2 m R2.

ÕÚ· Ë ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ πÛ˘ÛÙ. ÙÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·
ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ ÙÔ˘ (°) Â›Ó·È:

∂Ê·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ∞¢ª∂ ÁÈ· ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÌÂÙ·Í‡
ÙË˜ ·ÓÒÙÂÚË˜ Î·È Î·ÙÒÙÂÚË˜ ı¤ÛË˜ ÙÔ˘
‚Ú·¯ÈÔÏÈÔ‡. ÕÚ· Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ‰È·Ì·ÓÙÈÔ‡,

fiÙ·Ó ·˘Ùfi ‚ÚÂıÂ› ÛÙËÓ Î·ÙÒÙÂÚË ı¤ÛË ÙË˜
Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË˜ ‰È·Ì¤ÙÚÔ˘ ∞° ÙÔ˘ ‚Ú·¯ÈÔÏÈÔ‡
Â›Ó·È: 

‚) ∏ ÁˆÓÈ·Î‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙÔ˘ ‚Ú·¯ÈÔÏÔ‡
fiÙ·Ó ÙÔ ‰È·Ì¿ÓÙÈ ‚ÚÂıÂ› ÛÙËÓ Î·ÙÒÙÂÚË ı¤ÛË
ÙË˜ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË˜ ‰È·Ì¤ÙÚÔ˘ ÙÔ˘ ∞°
˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ıÂÌÂÏÈÒ‰Ë ÓfiÌÔ ÙË˜
ÛÙÚÔÊÈÎ‹˜ Î›ÓËÛË˜:

™Ù(°)=πÛ˘ÛÙ. ·Á.

ŸÌˆ˜ ™Ù(°)=0 ·ÊÔ‡ fiÏÂ˜ ÔÈ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ Ô˘
·ÎÛÔ‡ÓÙ·È ÛÙÔ ‚Ú·¯ÈfiÏÈ (‚¿ÚË ÙÔ˘
‰È·Ì·ÓÙÈÔ‡, ÙÔ˘ ÎÚ›ÎÔ˘ Î·È Ë ‰‡Ó·ÌË ·fi ÙÔÓ
¿ÍÔÓ·) ¤¯Ô˘Ó ÊÔÚÂ›˜ Ô˘ ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È, ÛÙË
ı¤ÛË ·˘Ù‹, ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ ÙÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ °. ÕÚ· ı· Â›Ó·È ·Á=0.

Á) √ Ú˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜ ÛÙÚÔÊÔÚÌ‹˜
ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ›ÛÔ˜ ÌÂ dL/dÙ=™Ù(°),

¿Ú· ı· Á›ÓÂÙ·È Ì¤ÁÈÛÙÔ˜ fiÙ·Ó Î·È Ë ÚÔ‹ ÙˆÓ
‰˘Ó¿ÌÂˆÓ Ô˘ ·ÛÎÔ‡ÓÙ·È ÛÙÔ ‚Ú·¯ÈfiÏÈ ı·
Â›Ó·È Ì¤ÁÈÛÙË. ∞˘Ùfi ı· Û˘Ì‚Â› fiÙ·Ó ÙÔ
‚Ú·¯ÈfiÏÈ ¤¯ÂÈ ÛÙÚ·ÊÂ› Î·Ù¿ 90Ô, ÁÈ·Ù› ÛÙË
ı¤ÛË ·˘Ù‹ Ë ·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· ·fi ÙÔ˘˜
ÊÔÚÂ›˜ ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ Â›Ó·È Ë Ì¤ÁÈÛÙË
‰˘Ó·Ù‹.

‰) ∆ËÓ ÛÙÈÁÌ‹ ÙË˜ ·ÔÎfiÏÏËÛË˜ ÙÔ˘ ‰È·Ì·ÓÙÈÔ‡
·fi ÙÔ ‚Ú·¯ÈfiÏÈ, ÛÙÔ ‚Ú·¯ÈfiÏÈ ‰ÂÓ ÂÓÂÚÁÔ‡Ó
ÂÍˆÙÂÚÈÎ¤˜ ÚÔ¤˜ (™ÙÂÍ=0) ¿Ú· ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ·Ú¯‹
‰È·Ù‹ÚËÛË˜ ÙË˜ ÛÙÚÔÊÔÚÌ‹˜.

ÕÚ· Ë ÎÈÓËÙÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÙÔ˘ ‚Ú·¯ÈÔÏÈÔ‡ ı· Â›Ó·
›ÛË ÌÂ:

∏ª∂§§√™ ª. - ¶√£∏∆∞∫∏™ µ.
→K‚Ú.=2 10-2 25 10-4 102=5 10-3 J.

K‚Ú.=1
2

 IÎÚ›ÎÔ˘ ̂ 1
2=1

2
 2 m R2 ̂ 1

2→

→10 R ˆ=8 R ˆ 1+u1→ˆ1=10 rad/s.

→5 m R2

2
 ˆ=2m R2 ̂ 1+m

4
 u1 R→

→IÛ˘ÛÙ. ˆ=IÎÚ›ÎÔ˘ ̂ 1+m
8

 u1 2R→

L·Ú¯=LÙÂÏ→L ·Ú¯
Û˘ÛÙ.

=L ÙÂÏ
ÎÚ›ÎÔ˘

+L ÙÂÏ
‰È·Ì·ÓÙÈÔ‡

→

= 5m
4

 g R→ dL
dÙ max

=1,25 10-2N m.

ÕÚ·: dL
dÙ max

=™Ù(°)=m g R+m
8

g 2R=

u‰=ˆ(2R)=20 10-1→u‰=2m/s.

ˆ= 2 g
R

= 400=20 rad/s.

5
2

m g R=1
2

 5 m R2

2
 ˆ2→

7
2

m g R=1
2

 5 m R2

2
 ˆ2+m g R→

0+m g 3R+m
8

g 4R=1
2

 IÛ˘ÛÙ.ˆ2+m g R+0→

EÌË¯
·Ú¯=EÌË¯

ÙÂÏ→K·Ú¯+U·Ú¯=KÙÂÏ+UÙÂÏ→

IÛ˘ÛÙ.=2m R2+m
2

R2→IÛ˘ÛÙ.=5 m R2

2
 .

IÛ˘ÛÙ.=2m R2+m
8

4R2→

IÛ˘ÛÙ.=IÎÚ›ÎÔ˘+I‰È·Ì=2m R2+m
8

(2R) 2→

£¤Ì·Ù· º˘ÛÈÎ‹˜ ∫·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜
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