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¶∞¡∂§§∞¢π∫∂™ ∂•∂∆∞™∂π™ 2012

¶∞ƒ∞∆∏ƒ∏™∂π™ ™∆∞ £∂øƒ∏ª∞∆∞
™À¡∂Ã∂π∞™ 

1. £ÂÒÚËÌ· Bolzano

ŒÛÙˆ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f, ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÛÂ ¤Ó·
ÎÏÂÈÛÙfi ‰È¿ÛÙËÌ· [·, ‚]. ∞Ó:
i) Ë f Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ [·, ‚] Î·È
ii) f(·).f(‚)<0 
ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·, ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ, 
Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ f(x0)=0. 
¢ËÏ·‰‹, ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÈ·, ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ, Ú›˙· ÙË˜
ÂÍ›ÛˆÛË˜ f(x)=0 ÛÙÔ ·ÓÔÈ¯Ùfi ‰È¿ÛÙËÌ· (·, ‚).

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜:
i) ∞Ó Î·Ù¿ ÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜
Bolzano ÚÔÎ‡„ÂÈ fiÙÈ 

ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·, ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ, 
Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ f(x0)=0.
ii) ∆Ô ıÂÒÚËÌ· Bolzano ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÈ ÙËÓ
‡·ÚÍË ÌÈ·˜ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Ú›˙·˜ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·
(·, ‚) fi¯È Î·Ù’ ·Ó¿ÁÎËÓ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹˜.
iii) °È· Ó· Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ë Ú›˙· Ô˘
ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ ıÂÒÚËÌ· Bolzano,
Ú¤ÂÈ ·ÎfiÌ· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë
Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ÌÔÓfiÙÔÓË ÛÙÔ (·, ‚).
iv) ∞Ó Ë f Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ [·, ‚] Î·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË
f(x)=0 ¤¯ÂÈ Ì›· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Ú›˙· ÛÙÔ (·, ‚),
·˘Ùfi ‰Â Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ f (·).f (‚)<0.
v) ∞Ó ÛÂ ¤Ó· ı¤Ì· ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÌÈ·
È‰ÈfiÙËÙ· f(Í)=Í ‹ f(x0)=x0 ‹ f(Á)=Á, fiÔ˘ f
Û˘Ó¿ÚÙËÛË Û˘ÓÂ¯‹˜ Û’ ¤Ó· ‰È¿ÛÙËÌ· [·, ‚],
·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡ÌÂ Ù· ÂÍ‹˜ ‚‹Ì·Ù·:

- º¤ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì¤ÏÔ˜ ÛÙÔ ÚÒÙÔ,
‰ËÏ·‰‹ f(Í)-Í=0 ‹ f(x0)-x0=0 ‹ f(Á)-Á=0.
- ÃÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÌÈ· ‚ÔËıËÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË g
ÌÂ g(x)=f(x)-x.
- ∂Ê·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· Bolzano ÁÈ· ÙËÓ g
ÛÙÔ [·, ‚].
iv) ∞Ó ÁÈ· ÌÈ· ÂÍ›ÛˆÛË f(x)=0 ˙ËÙÔ‡ÓÙ·È ‰‡Ô
ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÛËÌÂ›· Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ, 
f (Í1)=0 Î·È f (Í2)=0,
ÙfiÙÂ ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· Bolzano ÛÙ·
‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· [·, Á] Î·È [Á, ‚] Ù· ÔÔ›· ‹ ‰›ÓÔÓÙ·È
‹ ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ÂÌÂ›˜ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ 
·Ó¿ÏÔÁ· ÌÂ Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· ÙË˜ ¿ÛÎËÛË˜.

vii) ∞Ó ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ Û’ ¤Ó·
‰È¿ÛÙËÌ· (·, ‚) Î·È ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· Î¿ıÂ
ÛËÌÂ›Ô x ÙÔ˘ (·, ‚) ÙfiÙÂ ı· Â›Ó·È:

‰ËÏ·‰Ë Ë f Ï¤ÌÂ fiÙÈ ‰È·ÙËÚÂ› ÚfiÛËÌÔ ÛÙÔ (·,
‚).
viii) ŒÛÙˆ fiÙÈ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ [·,
‚] ¤¯ÂÈ ‰‡Ô Ú›˙Â˜ 

∆fiÙÂ ÙÔ [·, ‚] ¯ˆÚ›˙ÂÙ·È ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· [·,
Í1), (Í1, Í2), (Í2, ‚] (˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ Í1<Í2). ™Â
Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ·˘Ù¿ Ë f ‰È·ÙËÚÂ›
ÚfiÛËÌÔ, ÙÔ ÔÔ›Ô ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:
∂ÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ¤Ó·Ó ·ÚÈıÌfi Î·È ¤ÛÙˆ
fiÙÈ f(Î)>0.

∆fiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ f(x)>0 ÁÈ· Î¿ıÂ 

∞Ó¿ÏÔÁ· ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ Î·È ÁÈ· Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·
(Í1, Í2) Î·È (Í2, ‚].

2. £ÂÒÚËÌ· ÂÓ‰È¿ÌÂÛˆÓ ÙÈÌÒÓ.

ŒÛÙˆ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f, Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ÔÚÈÛÌ¤ÓË
Û’ ¤Ó· ÎÏÂÈÛÙfi ‰È¿ÛÙËÌ·, [·, ‚]. ∞Ó:
i) ∏ f Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ [·, ‚] Î·È
ii)

ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi Ë ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ f(·) Î·È f(‚)
˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·˜, ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Ù¤ÙÔÈÔ˜,
ÒÛÙÂ f(x0)=n.

∞fi‰ÂÈÍË:
∞˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ f(·)<f(‚). ∆fiÙÂ ı· ÈÛ¯‡ÂÈ
f(·)<n<f(‚).
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË 

∆fiÙÂ:
i) Ë g Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ [·, ‚] Î·È
ii) g(·).g(‚)<0 ·ÊÔ‡ g(·)=f(·)-n<0 Î·È
g(‚)=f(‚)-n>0.
∂ÔÌ¤Óˆ˜, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘
Bolzano, ̆ ¿Ú¯ÂÈ Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ

g(x0)=0 ‹ f(x0)-n=0, ÔfiÙÂ f(x0)=n.

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜:
i) ªÈ· ¿ÏÏË ¤ÎÊÚ·ÛË ÙÔ˘ ·Ú·¿Óˆ
ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È Ë ÂÍ‹˜: ∞Ó  Ë f Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜
ÛÙÔ [·, ‚] Î·È 

ÙfiÙÂ Ë f ·›ÚÓÂÈ ˘Ô¯ÚÂˆÙÈÎ¿ Î·È fiÏÂ˜ ÙÈ˜
ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ f(·) Î·È f(‚).
ii) ∞Ó Ë f ‰ÂÓ Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ [·, ‚] ÙfiÙÂ ‰ÂÓ
·›ÚÓÂÈ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÌÂÙ·Í‡ f(·)
Î·È f(‚).
iii) ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÂÓ‰È¿ÌÂÛˆÓ ÙÈÌÒÓ
Î¿ıÂ Â˘ıÂ›· ÌÂ ÂÍ›ÛˆÛË y=Î, ÌÂ Î ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ
f(·) Î·È f(‚), Ù¤ÌÓÂÈ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜

f ÛÂ ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÛËÌÂ›Ô.
iv) ∞Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È ·ÎfiÌ· fiÙÈ: ∞Ó Ë f Â›Ó·È
Û˘ÓÂ¯‹˜ Î·È ÌË ÛÙ·ıÂÚ‹ Û’ ¤Ó· ‰È¿ÛÙËÌ· ¢,
ÙfiÙÂ ÙÔ f(¢) Â›Ó·È Â›ÛË˜ ‰È¿ÛÙËÌ·.
v) ∞Ó ÙÔ ¢ Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ‰È¿ÛÙËÌ· ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ
·Ú·Î¿Ùˆ ıÂÒÚËÌ·.

3. £ÂÒÚËÌ· (ª¤ÁÈÛÙË˜ Î·È ÂÏ¿¯ÈÛÙË˜ ÙÈÌ‹˜)

∞Ó f Â›Ó·È Û˘Ó¿ÚÙËÛË Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ [·, ‚], ÙfiÙÂ Ë
f ·›ÚÓÂÈ ÛÙÔ [·, ‚] ÌÈ· Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ ª Î·È ÌÈ·
ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹ m.

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜:
i) ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ·Ú·¿Óˆ ıÂÒÚËÌ· ·Ó Ë f
Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ¢=[·, ‚] Î·È ·ÏÏ¿˙ÂÈ
ÌÔÓÔÙÔÓ›· ÛÙÔ ¢, ÙfiÙÂ ̆ ¿Ú¯Ô˘Ó 

Ù¤ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ ·Ó m=f(x1) Î·È ª=f(x2) Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

‰ËÏ·‰‹ f(¢)=[m, M].
ii) ∞Ó Ë f Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ Î·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û·
ÛÙÔ ¢= [·, ‚], ÙfiÙÂ x1=· Î·È x2=‚ ÔfiÙÂ
m=f(·) Î·È ª=f(‚), ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ
ÙË˜ f Â›Ó·È f(¢)=[(f(·), f(‚)]].
iii) ∞Ó Ë f Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ Î·È ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û·
ÛÙÔ ¢=[·, ‚], ÙfiÙÂ x1=‚ Î·È x2=· ÔfiÙÂ m=f(‚)
Î·È ª=f(·), ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ f Â›Ó·È
f(¢)=[f(‚), f(·)].

4. £ÂÒÚËÌ·

ŒÛÙˆ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Û˘ÓÂ¯‹˜ Û’ ¤Ó·
‰È¿ÛÙËÌ· 
¢=(·, ‚) Î·È 

∆fiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ:
i) ∞Ó Ë f Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ ¢, ÙfiÙÂ ¤¯ÂÈ
Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· f(¢)=(∞, µ).
ii) ∞Ó Ë f Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û· ÛÙÔ ¢, ÙfiÙÂ
¤¯ÂÈ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· f(¢)=(µ, ∞).

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜:
i) ∞Ó f Û˘ÓÂ¯‹˜ Î·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ ¢=[·,
‚) ÙfiÙÂ f(¢)=[f(·), µ) fiÔ˘ 

ii) ∞Ó f Û˘ÓÂ¯‹˜ Î·È ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û· ÛÙÔ
¢=[·, ‚) ÙfiÙÂ f(¢)=(µ, f(·)] fiÔ˘

iii) ∞Ó f Û˘ÓÂ¯‹˜ Î·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ
¢=(·, ‚] ÙfiÙÂ f(¢)=(∞, f(‚)] fiÔ˘ 

iv) ∞Ó f Û˘ÓÂ¯‹˜ Î·È ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û· ÛÙÔ
¢=(·, ‚] ÙfiÙÂ f(¢)=[f(‚), ∞) fiÔ˘ 

∆ÔÓ›˙Ô˘ÌÂ Î·È ¿ÏÈ fiÙÈ, ·Ó ÙÔ ¢ Â›Ó·È ·ÓÔÈÎÙfi
‰È¿ÛÙËÌ· Î·È Ë f ‰ÂÓ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ ÌÔÓfiÙÔÓË
ÛÙÔ ¢, ÙfiÙÂ ÙÔ f(¢) ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ·ÓÔÈÎÙfi ‹
ÎÏÂÈÛÙfi ‰È¿ÛÙËÌ·.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·:
¡· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË x+ÎËÌx=4 fiÔ˘ 

¤¯ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÌÈ· Ú›˙· ÛÙÔ (0,4-Î].

§‡ÛË:
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË 

∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ [0,4-Î] ˆ˜
¿ıÚÔÈÛÌ· Û˘ÓÂ¯ÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ.

f(0)=-4<0

∞Ó ËÌ(4-Î)<1 ÙfiÙÂ f(0).f(4-Î)<0 Î·È ¿Ú·
Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· Bolzano Ë ÂÍ›ÛˆÛË
f(x)=0 ¤¯ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÌÈ· Ú›˙· ÛÙÔ (0,4-Î)
∞Ó ËÌ(4-Î)=1 ÙfiÙÂ f(4-Î)=0 Î·È ¿Ú· ÙÔ 4-Î Â›Ó·È
Ú›˙· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ f(x)=0.
™Â Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË Ë ÂÍ›ÛˆÛË f(x)=0 ‰ËÏ·‰‹ Ë
ÂÍ›ÛˆÛË x+ÎËÌx=4 ¤¯ÂÈ ÌÈ· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Ú›˙·
ÛÙÔ (0,4-Î].

∫√À™∏™ ¶. - ™πº¡∞π√™ ¢. - ºπ§π√°§√À µ.

·ÊÔ‡ Î∈ (-1,0) Î·È ËÌ(4-Î)≤1

f(4-Î)=4-Î+ÎËÌ(4-Î)-4=Î[ËÌ(4-Î)-1≥1

f(x)=x+ÎËÌx-4, x∈ [0,4-Î]

Î∈ (-1,0)

A=limf(x)
x→·+

A=limf(x)
x→·+

B=limf(x)
x→‚-

B=limf(x)
x→‚-

f(x)lim
x→·+

=A, f(x)lim
x→‚-

=B.

m≤f(x)≤M ÁÈ· Î¿ıÂ x∈ [·, ‚],

x1, x2∈ [·, ‚]

f(·)≠f(‚),

x0∈ (·, ‚)

g(x)=f(x)-n, x∈ [·, ‚].

x0∈ (·, ‚)

f(·)≠f(‚)

x∈ [·, Í1).

Î∈ [·, Í1)

Í1, Í2∈ (·, ‚).

f(x)<0 ÁÈ· Î¿ıÂ x∈ (·, ‚),

f(x)>0 ÁÈ· Î¿ıÂ x∈ (·, ‚) ‹

f(x)≠0

Á∈ [·, ‚]

Í1, Í2∈ (·, ‚)

x0∈ [·, ‚]

f(·)⋅ f(‚)≤0

x0∈ (·, ‚)

£¤Ì·Ù· ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ∫·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜


