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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 
Α1. α) Σχολικό βιβλίο σελίδα 15 
       β) i, ii Σχολικό βιβλίο σελίδα 35 
 
Α2. Σχολικό βιβλίο σελίδα 142 
 
Α3. Σχολικό βιβλίο σελίδα 135 
 
Α4. α) Η πρόταση είναι Λάθος: Αντιπαράδειγμα σχολικό βιβλίο σελίδα 134 
β) Η πρόταση είναι Λάθος: Αντιπαράδειγμα 

𝑓(𝑥) = ൝
𝑥ଶ − 4𝑥 + 3

𝑥 − 1
, 𝑥 ≠ 1

2 ,      𝑥 = 1 

 

𝛦ί𝜈𝛼𝜄 lim
௫→ଵ

𝑓(𝑥) = lim
௫→ଵ

𝑥ଶ − 4𝑥 + 3

𝑥 − 1
= lim

௫→ଵ

(𝑥 − 1)(𝑥 − 3)

𝑥 − 1
= 1 − 3 = −2 

αλλά f (1)=2 
 
Α5. Σωστό είναι το γ 
 
ΘΕΜΑ Β 
Β1. Η ευθεία y=2 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της Cf στο + όταν lim

௫→ାஶ
𝑓(𝑥) = 2 

Είναι lim
௫→ାஶ

𝑓(𝑥) = lim
௫→ାஶ

(𝑒ି௫ + 𝜆) = 𝜆 

αφού lim
௫→ାஶ

𝑒ି௫ = lim
௫→ାஶ

ଵ

ೣ
= 0 

οπότε λ=2 
 
Β2. Για λ=2 είναι f(x)=e-x+2 
Θεωρούμε g(x)=f(x)-x 
Εφαρμόζουμε Θεώρημα Bolzano για την g στο [2,3] 
Η g είναι συνεχής στο [2, 3] ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων 

𝑔(2) = 𝑒ିଶ + 2 − 2 = 𝑒ିଶ =
1

𝑒ଶ
> 0 

𝑔(3) = 𝑒ିଷ + 2 − 3 =
1

𝑒ଷ
− 1 =

1 − 𝑒ଷ

3
< 0 

 
οπότε g(2)∙g(3)<0 
Άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα x0(2, 3) ∙g(x0)=0 ή f(x0)-x0=0 
Για κάθε xR είναι g΄(x)= -e-x-1= -(e-x+1)<0 οπότε η g είναι γν. φθίνουσα στο R άρα 
το x0 είναι μοναδικό. 
 
Β3. Για κάθε xR είναι f ΄(x)= -e-x<0 οπότε f είναι γν. φθίνουσα στο R άρα και 1-1 άρα 
αντιστρέφεται. 

Λύνουμε την εξίσωση f(x)=ye-x+2=ye-x=y-2
௬வଶ
ሯሰ-x=ln(y-2)x= -ln(y-2) 

Άρα f-1 (x)= -ln(x-2), x>2. 
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B4. Έχουμε lim
௫→ଶశ

𝑓(𝑥) = lim
௫→ଶశ

[− ln(𝑥 − 2)] = +∞ 

 

διότι lim
௫→ଶశ

ln(𝑥 − 2)
𝑥 − 2 = 𝑢

= lim
௨→శ

𝑙𝑛𝑢 = −∞ 

Άρα η x=2 κατακόρυφη ασύμπτωτη  της Cf-1. 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

𝑓(𝑥) = ൜
𝑥ଶ + 𝛼, 𝑥 ≥ 1

𝑒௫ିଵ + 𝛽𝑥, 𝑥 < 1
 

Γ1.  
Αφού η f παραγωγίσημη στο x0=1 είναι και συνεχής στο x0=1 
Άρα lim

௫→ଵశ
𝑓(𝑥) = lim

௫→ଵష
𝑓(𝑥) = 𝑓(1) ⇒ 

1+α=1+βα=β       (1) 
Επίσης f(1)=1+α 

lim
௫→ଵశ

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

௫→ଵశ

𝑥ଶ + 𝛼 − 1 − 𝛼

𝑥 − 1
= lim

௫→ଵశ

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)

𝑥 − 1
= 2 

 

lim
௫→ଵష

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

௫→ଵష

𝑒௫ିଵ + 𝛽𝑥 − 1 − 𝛼

𝑥 − 1

𝑎 = 𝛽
=

൬
0

0
൰

lim
௫→ଵష

𝑒௫ିଵ + 𝛽

1
= 1 + 𝛽 

Cf  

y  

e+2 

-1  

2  

-1 

2  0 

3 

e+2  

3 

x=2  

y=2  

Cf -1 

x  
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Άρα 1+β=2β=1, (1)α=1 
 
Γ2.  

𝑓(𝑥) = ൜
𝑥ଶ + 1, 𝑥 ≥ 1

𝑒௫ିଵ, 𝑥 < 1
 

Είναι  

𝑓′(𝑥) = ൝
2𝑥, 𝑥 > 1
2, 𝑥 = 1

𝑒௫ିଵ + 1, 𝑥 < 1
 

Άρα f ΄(x)>0  xIR άρα η f γν. αύξουσα στο IR. 

f൫𝐴൯ = ቀ lim
௫→ିஶ

𝑓(𝑥), lim
௫→ାஶ

𝑓(𝑥)ቁ = (−∞, +∞) = 𝐼𝑅 

 
Γ3. i) Η f είναι συνεχής και γν. αύξουσα στο Δ=(-, 0) οπότε  

f(Δ)= lim
௫→ିஶ

𝑓(𝑥), lim
௫→ష

𝑓(𝑥) = (−∞,
ଵ


) 

Ο αριθμός οf ((-, 0)) άρα η εξίσωση f(x)=0 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (-, 0) 
και αφού η f γν. αύξουσα στο (-, 0) η ρίζα είναι μοναδική άρα η f(x)=0 έχει ακριβώς 
μια αρνητική ρίζα στο (-, 0). 
ii) Αφού f γν. αύξουσα τότε για κάθε x>x0 ισχύει f(x)>f(x0)=0 
άρα f2(x)>0 και –x0f(x)>0, οπότε f2(x)-x0f(x)>0 
άρα η εξίσωση f2(x)-x0f(x)=0 είναι αδύνατη στο (x0, +) 
 
Γ4.  
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Την t=t0 είναι  x(t0)=3 μον.  και   x΄(t0)=2 μον./sec 

𝐸 =
𝛽 ∙ 𝜐

2
=

𝑥 ∙ (𝑥ଶ + 1)

2
=

𝑥ଷ + 𝑥

2
 

Άρα 𝐸 = 𝐸(𝑡) =
௫య(௧)ା௫(௧)

ଶ
 

2  

Κ(x, 0)  0  

M (x, x2+1) 

1  
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𝐸ᇱ(𝑡) =
1

2
(3𝑥ଶ(𝑡) ∙ 𝑥ᇱ(𝑡) + 𝑥′(𝑡)) 

𝐸ᇱ(𝑡) =
1

2
(3 ∙ 9 ∙ 2 + 2) =

1

2
∙ 2(27 + 1) = 28 𝜏. 𝜇/𝑠𝑒𝑐 

 
ΘΕΜΑ Δ 
Δ1. Για κάθε xR έχουμε  

𝑓ᇱ(𝑥) = ln(𝑥ଶ − 2𝑥 + 2) + (𝑥 − 1) ∙
2𝑥 − 2

𝑥ଶ − 2𝑥 + 2
+ 𝑎 

= ln(𝑥ଶ − 2𝑥 + 2) +
2(𝑥 − 1)ଶ

𝑥ଶ − 2𝑥 + 2
+ 𝛼 

Επειδή η ευθεία (ε): y= -x+2 εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f στο σημείο της 
Α(1, 1) τότε f(1)=1 και f ΄(1)= -1α+β=1 και α= -1α= -1 και β=2. 
 
Δ2. Για α= -1 και β=2 είναι f(x)=(x-1)ln(x2-2x+2)-x+2, xR 
Έχουμε f(x)-(-x+2)=(x-1)ln(x2-2x+2)-x+2-(-x+2)=(x-1)ln(x2-2x+2)0 για κάθε x[1, 
2] 
Αφού x2-2x+2=(x-1)2+11, x[1, 2] οπότε ln(x2-2x+2)0 
Άρα  

𝛦(𝛺) = න ൫𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 2)൯𝑑𝑥 = න (𝑥 − 1) ln(𝑥ଶ − 2𝑥 + 2) 𝑑𝑥
ଶ

ଵ

ଶ

ଵ

 

Θέτουμε u=x2-2x+2 
               du=2(x-1)dx 
Για x=1: u=1 
Για x=2: u=2 
Άρα  
 

𝛦(𝛺) =
1

2
න 𝑙𝑛𝑢𝑑𝑢 =

1

2
න (𝑢)′𝑙𝑛𝑢𝑑𝑢 =

1

2
[𝑢𝑙𝑛𝑢]ଵ

ଶ −
1

2
න 𝑢 ∙ (𝑙𝑛𝑢)ᇱ𝑑𝑢 =

ଶ

ଵ

ଶ

ଵ

ଶ

ଵ

 

=
1

2
∙ (2𝑙𝑛2 − 𝑙𝑛1) −

1

2
න 1𝑑𝑢 = 𝑙𝑛2 −

1

2
[𝑢]ଵ

ଶ = ൬𝑙𝑛2 −
1

2
൰ 𝜏. 𝜇.

ଶ

ଵ

 

Δ3. i) Για κάθε xR έχουμε 

f ᇱ(x) = ln(xଶ − 2𝑥 + 2) +
2(𝑥 − 1)ଶ

𝑥ଶ − 2𝑥 + 2
− 1 = 

= ln(𝑥ଶ − 2𝑥 + 2) +
𝑥ଶ − 2𝑥

𝑥ଶ − 2𝑥 + 2
= 

= ln(𝑥ଶ − 2𝑥 + 2) +
(𝑥ଶ − 2𝑥 + 2) − 2

𝑥ଶ − 2𝑥 + 2
= 

= ln(𝑥ଶ − 2𝑥 + 2) + 1 −
2

𝑥ଶ − 2𝑥 + 2
 

Αφού x2-2x+2=(x-1)2+11, xR 
Τότε ln (x2-2x+2)0 (1) και 

1

𝑥ଶ − 2𝑥 + 2
≤ 1 ⇔ −

2

𝑥ଶ − 2𝑥 + 2
≥ −2 ⇔ 1 −

2

𝑥ଶ − 2𝑥 + 2
≥ −1   (2) 

Από (1), (2) προκύπτει ότι f ΄(x)-1 για κάθε xR. 
 
ii) Για κάθε λR θα δείξουμε ότι 
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𝑓 ൬𝜆 +
1

2
൰ + 𝜆 ≥ (𝜆 − 1)𝑙𝑛(𝜆ଶ − 2𝜆 + 2) +

3

2
⇔ 

𝑓 ൬𝜆 +
1

2
൰ + 𝜆 ≥ [𝑓(𝜆) + 𝜆 − 2] +

3

2
⇔ 

𝑓 ൬𝜆 +
1

2
൰ − 𝑓(𝜆) ≥ −

1

2
 

Η f είναι συνεχής στο [λ, λ+1/2] και παραγωγίσιμη στο (λ, λ+1/2) για κάθε λR, οπότε 
σύμφωνα με το Θ.Μ.Τ. υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ(λ, λ+1/2) τέτοιο ώστε: 

𝜉ᇱ(𝜉) =
𝑓 ቀ𝜆 +

1
2

ቁ − 𝑓(𝜆)

ቀ𝜆 +
1
2

ቁ − 𝜆
=

𝑓 ቀ𝜆 +
1
2

ቁ − 𝑓(𝜆)

1
2

 

Αφού f΄(x)-1, xR  τότε 

𝑓ᇱ(𝜉) ≥ −1 ⇔
𝑓 ቀ𝜆 +

1
2

ቁ − 𝑓(𝜆)

1
2

≥ −1 ⇔ 

⇔ 𝑓 ൬𝜆 +
1

2
൰ − 𝑓(𝜆) ≥ −

1

2
 

Δ4. Η g είναι παραγωγίσιμη στο R με g΄(x)= -3x2-1 
Η εφαπτομένη ε1 της Cf στο σημείο της (x1, f(x1)) έχει εξίσωση  
ε1: y-f(x1)=f ΄(x1)(x-x1) y=f ΄(x1)x+f(x1)-x1f ΄(x1). 
 
Η εφαπτομένη της Cg στο σημείο της (x2, g(x2)) έχει εξίσωση  
ε2: y-g(x2)=g΄(x2)(x-x2)y=g΄(x2)x+g(x2)-x2g΄(x2) 
Οι Cf, Cg δέχονται κοινή εφαπτομένη αν και μόνο αν οι ευθείες ε1, ε2 ταυτίζονται 
δηλαδή αν και μόνο αν  

൜
𝑓ᇱ(𝑥ଵ) = 𝑔′(𝑥ଶ)

𝑓(𝑥ଵ) − 𝑥ଵ𝑓ᇱ(𝑥ଵ) = 𝑔(𝑥ଶ) − 𝑥ଶ ∙  𝑔ᇱ(𝑥ଶ)   (3)
 

Έχουμε f΄(x1)=g΄(x2) 
f ᇱ(𝑥ଵ) = −3𝑥ଶ

ଶ − 1 ⇔ 
𝑓ᇱ(𝑥ଵ) + 1 + 3𝑥ଶ

ଶ = 0   (4) 
Αφού  

𝑓ᇱ(𝑥ଵ) + 1 ≥ 0 𝜅𝛼𝜄 3𝑥ଶ
ଶ ≥ 0 

Έχουμε  
(4) ⇔ 𝑓ᇱ(𝑥ଵ) + 1 = 0 𝜅𝛼𝜄 3𝑥ଶ

ଶ = 0 
⇔ 𝑓ᇱ(𝑥ଵ) = −1 𝜅𝛼𝜄 𝑥ଶ = 0 

Αφού f ΄(x)-1, xR  (η ισότητα ισχύει μόνο για x=1) τότε x1=1 
Οι τιμές x1=1 και x2=0 επαληθεύουν την (3). 
Άρα x1=1, x2=0 η μοναδική λύση του συστήματος. 
Οπότε Α(1, 1)Cf και B(0, 2)Cg 
Άρα η ευθεία (ε): y= -x+2 είναι η εξίσωση της μοναδικής κοινής εφαπτομένης. 
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